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Введение и постановка задачи
Макроскопические квантовые явления занимают важное место в физике низких

температур, в частности, в исследованиях магнетизма. Среди магнитных кристаллов
можно выделить так называемые квантовые магнетики, магнитные моменты ионов в
которых не упорядочиваются вплоть до самых низких температур и находятся в сильно
коррелированном спиновом состоянии. Изучение таких магнетиков является одним из
ключевых направлений в физике конденсированного состояния.

Магнитные ионы в кристаллах связаны друг с другом диполь-дипольным и обмен-
ным взаимодействиями. Энергия последнего на несколько порядков превышает энергию
взаимодействия между магнитными диполями ионов, вследствие чего именно обменное
взаимодействие ответственно за магнитное состояние магнетика. Гамильтониан Гейзен-
берга для системы магнитных ионов в кристаллах, связанных обменным взаимодей-
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ствием, имеет вид:
ℋ̂ =

∑︁
<𝑖,𝑗>

𝐽𝑖𝑗(
^⃗
𝑆𝑖 ·

^⃗
𝑆𝑗)

где угловые скобки в < 𝑖, 𝑗 > обозначают однократное суммирование по каждой паре
спинов 𝑖 ̸= 𝑗, а 𝐽𝑖𝑗 – обменные интегралы. Гамильтониан Гейзенберга имеет наиболее
простой вид, если учитывать взаимодействия только между ближайшими соседями.
В этом случае, если 𝐽 < 0, то говорят о ферромагнитном обмене, если 𝐽 > 0 – об
антиферромагнитном обмене. Для ферромагнетика волновой функцией основного со-
стояния является собственная волновая функция | ↑↑↑↑ ...⟩ гамильтониана. В случае
же антиферромагнетика неелевская волновая функция | ↑↓↑↓ ...⟩ не является собствен-
ной волновой функцией гамильтониана. Проблема нахождения основного состояния
антиферромагнетика является важным вопросом в физике магнитных систем. Задача
Гейзенберга решается точно, например, в следующих двух случаях: для одномерной
цепочки спинов 𝑆 = 1

2
(”анзатц Бете” [1]) и для двумерной системы димеров Шастри-

Сазерленда [2].
Согласно теореме Мермина-Вагнера [3], при конечной температуре в одномерных и

двумерных изотропных магнитных системах с ограниченным радиусом обменного взаи-
модействия (ферромагнитного или антиферромагнитного) дальний порядок не устанав-
ливается. Под дальним порядком понимается порядок с ненулевым средним значением
проекции спина магнитного иона ⟨𝑆𝑧

𝑖 ⟩ ≠ 0. Термины ”одномерный” и ”двумерный” отно-
сятся к размерности решетки обменных связей, определяющих поведение системы. Раз-
мерность же спинового пространства равна трем. Следует отметить, что в некоторых
низкоразмерных системах дальний порядок не устанавливается даже при температуре
𝑇 = 0. Примером таких систем служит одномерная антиферромагнитная цепочка спи-
нов 𝑆 = 1

2
. Отсутствие дальнего порядка в одномерных и двумерных системах при низ-

кой температуре – проявление их квантовых свойств. Кроме того, чем меньше величина
спина магнитного иона, тем более интенсивными становятся квантовые флуктуации.
Сильно коррелированное, но не упорядоченное основное состояние системы называется
спиновой жидкостью или коллективным парамагнетиком. В трехмерных антиферро-
магнетиках, как правило, реализуется неелевское состояние при конечной температуре
𝑇𝑁 , называемой точкой Нееля. Однако, при этом величина упорядоченной компоненты
спина оказывается редуцированной.

Примером магнетиков с пониженной размерностью могут служить вещества, в ко-
торых из-за особенностей кристаллической структуры обменное взаимодействие меж-
ду магнитными ионами вдоль одного или двух направлений существенно ослаблено.
В первом случае вещество называют квазидвумерным магнетиком, во втором случае
– квазиодномерным магнетиком. Спин-жидкостные состояния одномерных и двумер-
ных систем, обладающие щелью в спектре возбуждений, устойчивы относительно ма-
лых возмущений. В случае же бесщелевого спектра слабые взаимодействия, дополня-
ющие систему обменных связей до трехмерной, приводят к упорядочению квазиниз-
коразмерного магнетика при малой, но конечной температуре. Однако, в последнем
случае имеется обширная область температур от температуры упорядочения до тем-
пературы Кюри-Вейсса 𝑇𝑁 < 𝑇 < 𝜃𝐶𝑊 , в которой система сильно коррелирована в
отсутствие дальнего порядка, то есть находится в слабо возмущенном спин жидкост-
ном состоянии. При этом такое состояние весьма схоже с состоянием соответствующей
низкоразмерной магнитной системы по своим термодинамическим свойствам и спек-
тру возбуждений. Спин-жидкостное состояние ожидается как в квазинизкоразмерных
системах (например, в димерных сетях [2] и в "спиновых лестницах" [5]), так и во фруст-
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рированных системах (например, в ”спиновом льде” с ферромагнитным обменом [4]).
Под фрустрацией понимается невозможность минимизации энергии для всех парных
взаимодействий между соседними спинами в системе.

Появляющиеся в последние годы модельные квазидвумерные соединения со спином
𝑆 = 1

2
являются объектом интенсивного экспериментального изучения. К таким соеди-

нениям относится диэлектрический кристалл Cs2CuCl4, представляющий собой квази-
двумерную фрустрированную спиновую систему на треугольной решетке с антифер-
ромагнитным обменом. Для него температура Нееля 𝑇𝑁 = 0.62 K значительно меньше
температуры Кюри-Вейсса 𝑇𝐶𝑊 = 4 K. При этом в области температур от температуры
упорядочения до температуры Кюри-Вейсса магнитная система находится в сильно кор-
релированном спин-жидкостном состоянии [6–10]. В работах [9, 10] проводилось иссле-
дование Cs2CuCl4 методом магнитного резонанса в слабых полях как в упорядоченной,
так и в спин-жидкостной фазе. Было обнаружено, что при температурах как выше, так

и ниже точки Нееля 𝑇𝑁 на частотах выше ”обменной” частоты
𝐽

2𝜋~
∼ 80 ГГц наблюдает-

ся магнитный резонанс, соответствующий двухспинонному континууму изолированной
цепочки спинов 𝑆 = 1

2
с однородным взаимодействием Дзялошинского-Мории [11,12] –

так называемый спинонный резонанс, причем при направлении внешнего магнитного
поля �⃗� вдоль кристаллографических осей 𝑎, 𝑐 наблюдается дублет резонансных линий –
спинонный дублет, а при �⃗�||𝑏 – щелевая резонансная мода. Поскольку поле насыщения
для Cs2CuCl4 составляет порядка 8 T [13], то можно исследовать эволюцию спинон-
ного резонанса при увеличении внешнего магнитного поля вплоть до поля насыщения
и выше – наблюдать трансформацию спинонного резонанса в магнонный (современ-
ные сверхпроводящие соленоиды позволяют создавать поля до 12 T при температурах
ниже 4 K). Мы задались целью изучить спектр магнитного резонанса в квантовом ан-
тиферромагнетике Cs2CuCl4 в спин-коррелированной фазе в сильном поле в условиях
подавления квантовых флуктуаций. Было выяснено, что спинонный дублет коллапси-
рует в магнитном поле, равном приближенно половине поля насыщения. Кроме того,
в полях выше поля насыщения была обнаружена слабая резонансная мода, объясняе-
мая теорией спиновых волн и позволяющая определить величины главных обменных
интегралов в Cs2CuCl4 с высокой точностью по сравнению с погрешностью нейтронных
измерений.

Магистерский диплом состоит из пяти глав и одного приложения. Первые три главы
представляют собой вводную часть: в первой главе представлены теоретические основы
ЭСР и экспериментальная методика, во второй главе описаны свойства гейзенбергов-
ской антиферромагнитной цепочки спинов 𝑆 = 1

2
и гейзенберговского антиферромаг-

нетика на треугольной решетке со спином 𝑆 = 1
2
, в третьей главе приведена основная

информация о магнитных свойствах Cs2CuCl4. Последние две главы содержат резуль-
таты работы и заключение: в четвертой главе детально описаны экспериментальные
данные по спиновому магнитному резонансу в этом веществе, полученные в ИФП им.
П. Л. Капицы РАН в 2013−2015 годах, в пятой главе обсуждены результаты измерений,
представлена их интерпретация и подведены итоги. В приложении рассмотрена задача
о нахождении спектра магнонов в насыщенной фазе Cs2CuCl4 в обменном приближе-
нии в рамках спин-волновой теории. Приложение носит методический характер и не
содержит результатов, представляемых к защите.

Изложенные в данной работе результаты исследований Cs2CuCl4 методом магнит-
ного резонанса опубликованы в работах [14,15].
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1 Электронный спиновый резонанс в магнетиках

1.1 Теоретические основы

Электронный парамагнитный резонанс является распространенным инструментом
в исследовании магнитных явлений. Он был открыт Е. К. Завойским в 1944 году [16].
Суть явления кратко формулируется следующим образом: происходит резонансное по-
глощение фотона за счет переходов между расщепленными в магнитном поле зеема-
новскими энергетическими уровнями спиновой системы.

Для системы невзаимодействующих спинов 𝑆 = 1
2

в магнитном поле �⃗� (см. Рис. 1.1)
энергия расщепления равна

△𝐸 = 𝑔𝜇𝐵𝐻△𝑆 = 𝑔𝜇𝐵𝐻 (1.1)

где 𝜇𝐵 – магнетон Бора, 𝑔 = 2 – 𝑔-фактор свободного электрона, △𝑆 = 1. Поглощение
падающего фотона, несущего спин 𝑆 = 1, может происходить при

~𝜔 = 𝑔𝜇𝐵𝐻 (1.2)

Строгое квантовомеханическое описание явления магнитного резонанса, справедли-
вое как для взаимодействующих, так и для невзаимодействующих спиновых систем,
сводится к рассмотрению гамильтониана вида

ℋ̂ = ℋ̂0 − �̂�𝑧𝐻 − �̂�𝑥ℎ 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) (1.3)

Здесь ^⃗𝜇 – оператор магнитного момента, 𝐻 – величина внешнего постоянного магнит-

ΔE

ћω

H = 0 H 0≠

Рис. 1.1: Расщепление спиновых подуровней магнитным полем и переход между ними с погло-
щением (испусканием) фотона для 𝑆 = 1

2 .

ного поля, вектор которого направлен вдоль оси 𝑧, ℎ – амплитуда внешнего осциллиру-
ющего поля, вектор которого направлен вдоль оси 𝑥, ℋ̂0 – гамильтониан невозмущенной
системы.

Пусть |𝑎⟩, |𝑏⟩ и 𝐸𝑎, 𝐸𝑏 – собственные состояния и соответствующие им собственные
значения для гамильтониана ℋ̂′ = ℋ̂0 − �̂�𝑧𝐻 невозмущенной системы, причем 𝐸𝑏 > 𝐸𝑎.
Вероятность перехода 𝜌𝑎𝑏 между стационарными состояниями |𝑎⟩ и |𝑏⟩ в единицу вре-
мени для невозмущенного гамильтониана ℋ̂′ в рамках теории возмущений выражается
следующим соотношением:

𝜌𝑎𝑏 =
𝜋ℎ2

~
|⟨𝑎|�̂�𝑥|𝑏⟩|2𝛿(△𝐸𝑎𝑏 − ~𝜔) (1.4)

Здесь △𝐸𝑎𝑏 = 𝐸𝑏 − 𝐸𝑎 – разность между энергиями состояний |𝑏⟩ и |𝑎⟩.
Заселенности состояний в предположении, что система мгновенно достигает тепло-

вого равновесия, определяются следующими формулами:

𝑛𝑎 = 𝑁0
1

1 + 𝑒
−△𝐸𝑎𝑏

𝑘𝐵𝑇

(1.5)
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𝑛𝑏 = 𝑁0
1

1 + 𝑒
△𝐸𝑎𝑏
𝑘𝐵𝑇

(1.6)

разность заселенностей:

𝑛𝑎 − 𝑛𝑏 = 𝑁0 𝑡ℎ
(︁△𝐸𝑎𝑏

2𝑘𝐵𝑇

)︁
(1.7)

и отношение заселенностей:
𝑛𝑏

𝑛𝑎

= 𝑒
−△𝐸𝑎𝑏

𝑘𝐵𝑇 (1.8)

где 𝑛𝑎,𝑏 – заселенности уровней 𝑎 и 𝑏 соответственно, 𝑁0 = 𝑛𝑎 + 𝑛𝑏 – количество спинов
в системе, 𝑇 – температура системы.

Мощность поглощения 𝑊 системой падающей на нее электромагнитной волны опре-
деляется двумя процессами – излучением и поглощением – и выражается по формуле

𝑊 = ~𝜔(𝑛𝑎 − 𝑛𝑏)𝜌𝑎𝑏 (1.9)

Таким образом, из формул (1.4), (1.7) и (1.9) следует, что поглощаемая мощность
пропорциональна

𝑊 ∝ 𝜔 ℎ2𝑁0 𝑡ℎ
(︁△𝐸𝑎𝑏

2𝑘𝐵𝑇

)︁
|⟨𝑎|�̂�𝑥|𝑏⟩|2 (1.10)

Отсюда видно, что поглощаемую двухуровневой магнитной системой мощность можно
увеличить за счет увеличения размеров образца, амплитуды постоянного и переменного
магнитных полей и уменьшения температуры системы. Благодаря процессам релакса-
ции происходит обратный переход из |𝑏⟩ в |𝑎⟩. При этом энергия поглощенного поля
переходит в энергию фононных возбуждений кристаллической решетки.

Характерное магнитное поле, применяемое в эксперименте, составляет примерно
1 Т. Согласно формуле (1.2) характерная частота поглощаемого фотона и соответству-
ющая ей длина волны равны 30 ГГц и 1 см. Таким образом, отношение волнового
вектора СВЧ-фотона к волновому вектору обратной решетки есть величина порядка

𝑘𝜔
𝑘𝐷

∼ 𝑎𝐵
𝜆

∼ 10−7 (1.11)

Следовательно, при магнитном резонансе изучаются возбуждения спиновой системы
практически в центре зоны Бриллюэна 𝑘 ∼ 0, что соответствует пространственно од-
нородным колебаниям.

Макроскопически величина потерь, связанных с поглощением СВЧ-мощности в об-
разце, определяется мнимой частью обобщенной восприимчивости образца 𝜒′′(𝜔, 𝑘 ∼ 0) =
𝜒′′(𝜔, 0). Обобщенное условие резонанса типа (1.2) записывается в виде 𝐻𝑟𝑒𝑠 = 𝐻𝑟𝑒𝑠(𝜔, 0),
тогда в резонансе 𝜒′′ для обычного парамагнетика имеет особенность вида

𝜒′′(𝐻) ∝ 1

1 +
(︁𝐻 −𝐻𝑟𝑒𝑠(𝜔, 0)

△𝐻1/2

)︁2 (1.12)

где △𝐻1/2 – полуширина на полувысоте кривой, описываемой 𝜒′′(𝐻).
Поглощаемая в образце мощность электромагнитной волны, пронизывающей рас-

сматриваемый образец, определяется следующей формулой:

𝑃𝑠𝑎𝑚𝑝 =
1

2
𝜒′′ℎ2𝜔𝑉𝑠𝑎𝑚𝑝 (1.13)
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где 𝑉𝑠𝑎𝑚𝑝 – объем образца. Для увеличения чувствительности к поглощаемой мощности,
образец помещается в резонатор, в котором возбуждается мода колебаний на опреде-
ленной частоте. Потери в резонаторе без образца записываются в виде

𝑃𝑟𝑒𝑠 =
1

𝑄0

𝜔
ℎ2

8𝜋
𝑉𝑒𝑓𝑓 (1.14)

где 𝑄0 – добротность ненагруженного резонатора, 𝑉𝑒𝑓𝑓 =

∫︀
ℎ2(�⃗�)𝑑𝑉

ℎ2
– эффективный

объем резонаторной полости (интеграл берется по объему резонатора). Итак, отношение
потерь в объеме образца к потерям в стенках резонатора равно

𝑃𝑠𝑎𝑚𝑝

𝑃𝑟𝑒𝑠

= 4𝜋𝜒′′𝑄0𝜂, 𝜂 =
𝑉𝑠𝑎𝑚𝑝

𝑉𝑒𝑓𝑓

(1.15)

Для того, чтобы чувствительность была наибольшей, необходимо максимизировать это
соотношение. Это достигается, во-первых, увеличением коэффициента заполнения 𝜂 (то
есть увеличением размеров образца и его размещением в области резонатора, где осцил-
лирующее магнитное поле имеет максимальную амплитуду) и, во-вторых, увеличением
добротности резонатора.

Эксперимент по ЭСР при измерении ”на проход” ставится следующим образом. В ре-
зонаторе (часто используемые: прямоугольный, цилиндрический, тороидальный) про-
делываются два отверстия связи. Через одно отверстие осуществляется накачка элек-
тромагнитной энергии на частоте, соответствующей какой-либо резонансной моде ре-
зонатора. С помощью другого отверстия измеряется прошедший сигнал с использова-
нием детектора. Исследуемый образец размещается в пучности магнитного поля коле-
бательной моды резонатора, и резонатор вместе с образцом помещаются во внешнее
однородное магнитное поле в среду с определенной температурой. В экспериментах за-
писывается зависимость прошедшего через резонатор сигнала от поля (осуществляются
одновременно развертка магнитного поля и запись показания с детектора) – резонанс-
ная линия на определенной частоте при заданной температуре.

При измерении ”на проход” наблюдаемый на детекторе сигнал связан с 𝜒′′ следу-
ющим образом [17] (при условии, что |𝜒′| ≪ 1 во всем диапазоне магнитных полей):

𝑈 =
𝑈0(︁

1 +
4𝜋𝜒′′𝑄0𝜂

1 + 𝛽

)︁2 (1.16)

где 𝛽 – коэффициент связи для ненагруженного резонатора, 𝑈0 – мощность проходящего
через резонатор сигнала в отсутствие образца. В случае малого 𝜒′′ либо малого размера
образца (или, что то же самое, малого коэффициента заполнения) формулу (1.16) мож-
но разложить в ряд Тейлора. В итоге, считая, что связь оптимальная и 𝛽 = 1, получим

𝑈 = 𝑈0(1− 4𝜋𝜒′′𝑄0𝜂) (1.17)

В таком приближении уменьшение мощности, связанное с поглощением энергии в об-
разце в результате ЭСР, описывается лоренцевой функцией. При интерпретации экспе-
риментальных данных формула (1.17) дает хорошее приближение, но в случае большо-
го размера образца или при сильном поглощении в нем следует пользоваться точной
формулой (1.16).

Кроме того, существует общая связь между мнимой и действительной частью вос-
приимчивости спиновой системы. Она выражается соотношением Крамерса-Кронига:
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𝜒′(�⃗�, 𝜔) =
1

𝜋
𝒫

+∞∫︁
−∞

𝜒′′(�⃗�, 𝜔′)

𝜔′ − 𝜔
𝑑𝜔′ (1.18)

В случае поглощения на микроволновой частоте в парамагнетике можно считать �⃗� = 0,
а частоту поглощения связанной с магнитным полем соотношением (1.2). Тогда урав-
нение (1.18) преобразуется к более простому виду

𝜒′(0, 0) =
1

𝜋
𝒫

+∞∫︁
−∞

𝜒′′(0, 𝐻)

𝐻
𝑑𝐻 (1.19)

Таким образом, в случае, когда резонансная линия имеет резкий максимум поглоще-
ния, а поглощение энергии образцом мало, и применима формула (1.17), статическая
однородная магнитная восприимчивость пропорциональна проинтегрированной линии
поглощения ЭСР.

1.2 Экспериментальные установки и эксперимент

Эксперименты по ЭСР осуществлялись при помощи криостата с откачкой 4He для
работы при температурах до 1.3 K и криостата с откачкой 3He для работы при темпе-
ратурах до 0.45 K. Схема экспериментальной установки с откачкой 4He представлена
на Рис. 1.2. В нем смонтирован сверхпроводящий соленоид, критическое поле которо-
го составляет 𝐻𝑐 = 8 T при температуре 1.3 K. Схема экспериментальной установки с
откачкой 3He изображена на Рис. 1.3. Этот криостат оснащен сверхпроводящим солено-
идом, позволяющим создавать поле до 𝐻𝑐 = 12 T при температуре 4.2 K. Откачка 3He
производится сорбционным насосом. В качестве сорбента используется активированный
уголь.

Низкотемпературные спектрометрические измерения производятся с применением
двойной модуляции сигнала. Излучение генератора СВЧ модулируется как по ампли-
туде (меандром с частотой порядка 1 кГц), так и по частоте (синусоидой либо тре-
угольным периодическим сигналом – ”пилой” – с частотой порядка 100 Гц). Глубина
частотной модуляции мала относительно частоты излучения:

𝜈 = 𝜈0 + 𝛿𝜈 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡), 𝛿𝜈 ≪ 𝜈0 (1.20)

где частота 𝜈0 сигнала подбирается соответствующей частоте одной из резонансных
мод резонатора, глубина модуляции 𝛿𝜈 ∼ 30 МГц.

Модулированный сигнал от генератора подается по входному волноводу на вход
резонатора c образцом, возбуждая в нем колебательную моду. Прошедшее через ре-
зонатор СВЧ-излучение через выходной волновод попадает на детектор. Напряжение
на детекторе пропорционально мощности падающей на него электромагнитной вол-
ны. Источник (генератор СВЧ) и приемник (кристаллический детектор) находятся при
комнатной температуре. Образец расположен в резонаторной полости в максимуме ос-
циллирующего магнитного поля. Волноводная ячейка отделена от гелиевой ванны ”ва-
куумной рубашкой” с небольшим количеством теплообменного газа. Такая конструкция
позволяет изменять температуру резонатора вместе с образцом относительно темпера-
туры гелиевой ванны с помощью нагревателя. В качестве нагревателя используется
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Рис. 1.2: Схема экспериментальной установки с откачкой 4He для работы при температурах
до 1.3 K. Адаптировано из работы [18].

намотанный на резонатор отрезок провода. Температура управляется путем пропуска-
ния через него постоянного электрического тока. Спектрометрическая вставка поме-
щена в гелиевую ванну и опущена внутрь соленоида так, чтобы исследуемый образец
располагался в центре соленоида (в области наиболее сильного и однородного магнит-
ного поля). В резонатор вместе с образцом также помещается небольшое количество
дифенилпикрилгидразила (ДФПГ) – парамагнетика с 𝑔-фактором 𝑔 = 2.00, исполь-
зуемого для калибровки магнитного поля. Напряжение с детектора подается на вход
синхронного детектора, опорным сигналом для которого является сигнал амплитудной
модуляции. Постоянная времени синхронного детектирования сигнала много больше
периода и частотной, и амплитудной модуляции. Амплитудная модуляция применяется
в целях улучшения соотношения ”сигнал - шум” путем синхронного детектирования, а
частотная модуляция – в целях исключения расстройки резонатора, связанной как с
влиянием 𝜒′ образца вблизи поля 𝐻𝑟𝑒𝑠, так и со случайным дрейфом частоты генерато-
ра, то есть для стабилизации сигнала. Кроме того, напряжение с детектора подается на
осциллограф, развертка которого запускается частотно модулирующим сигналом для
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Рис. 1.3: Схема экспериментальной установки с откачкой 3He для работы при температурах
до 0.45 K.

контроля настройки в резонанс. Температура регулируется нагревателем и измеряется
с помощью калиброванного термометра сопротивления, приклеенного непосредственно
к резонатору. Показания приборов подаются на компьютер, где они обрабатываются
при помощи программы, написанной в среде программирования LabView (см. Рис. 1.2).

1.3 Генераторы СВЧ

Применялись следующие генераторы – источники СВЧ излучения (форма записи:
марка генератора, частотный диапазон, излучающий элемент):

• Г4-156, 25− 37 ГГц, диод Гана ;

• Г4-141, 36− 56 ГГц, лампа обратной волны ;

• Г4-142, 56− 80 ГГц, лампа обратной волны ;
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• G3, 78− 117 ГГц, лампа обратной волны ;

• G4, 120− 145 ГГц, лампа обратной волны ;

• КИ-2, 120− 180 ГГц, лампа обратной волны ;

• КИ-1, 180− 250 ГГц, лампа обратной волны ;

• КИ-0, 250− 350 ГГц, лампа обратной волны ;

1.4 Спектрометрические вставки

В этом разделе дано описание спектрометрических вставок в криостат с откачкой
4He (температуры до 1.3 K) и в криостат с откачкой 3He (температуры до 0.45 K) (см.
Рис. 1.2 и Рис. 1.3). Для криостата с откачкой 4He используются вставки нескольких
конструкций, предназначенные для измерений на различных частотных диапазонах:
вставка с несъемным прямоугольным резонатором на 𝜆 = 1.5 см, вставка с несъемным
прямоугольным резонатором на 𝜆 = 3 см, вставка со съемными квазитороидальным и
спиральным резонаторами. Мы пользовались только вставкой с прямоугольным резо-
натором на 𝜆 = 1.5 см для ориентирования образцов. Криостат с откачкой 3He осна-
щен спектрометрической вставкой со съемными цилиндрическим резонатором и волно-
водной ячейкой проходного типа с диафрагмой. Основные эксперименты проводились
именно со вставкой в криостат с откачкой 3He с использованием как цилиндрического
резонатора, так и волноводного перехода.

Прямоугольный резонатор на 𝜆 = 1.5 см

Рис. 1.4: Изображение экспериментальной
ячейки с поворотным механизмом в разрезе.
Цифрами на рисунке обозначены: 1 – вакуум-
ная рубашка, 2 – волноводы, 3 – резонатор,
4 – вращательный механизм, 5 – образец, 6 –
нагреватель, 7 – термометр. Адаптировано из
работы [19].

Эскиз экспериментальной ячейки спектрометрической вставки для работы на длине
волны 𝜆 = 1.5 см изображен на Рис. 1.4. Применяющийся в качестве измерительной
ячейки прямоугольный СВЧ–резонатор расположен внутри ”вакуумной рубашки”. Об-
разец находится на вращающейся платформе, вставленной в его боковую стенку. Это
позволяет с помощью червячной передачи изменять ориентацию образца относительно
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внешнего магнитного поля непосредственно во время эксперимента и таким образом
исследовать угловую зависимость ЭСР. С помощью нагревателя, помещенного на ре-
зонатор, контролируется температура образца, которая определяется калиброванным
термометром сопротивления, приклеенным непосредственно к резонатору.

Размеры прямоугольного резонатора составляют 3.5 × 11 × 38 мм, и его главные
рабочие моды есть 𝑇𝐸01𝑛. Минимальная рабочая частота, соответствующая моде 𝑇𝐸013,
составляет 𝜈 ≈ 18 ГГц. Наиболее чувствительной к сигналу ЭПР является мода 𝑇𝐸016,
имеющая частоту 𝜈 ≈ 27.4 ГГц. Данный резонатор успешно применяется на частотах
вплоть до 150 ГГц.

Цилиндрический резонатор и волноводный переход с диафрагмой

Спектрометрическая вставка в криостат с откачкой 3He для работы при температу-
рах до 0.45 K оснащена двумя экспериментальными ячейками: цилиндрическим резо-
натором и волноводным переходом с диафрагмой.

Цилиндрический резонатор имеет съемное дно, куда кладется исследуемый образец.
Между дном и цилиндрическими стенками резонатора существует зазор, необходимый
для подавления нежелательных мод типа 𝑇𝑀 , которые совпадают по частоте с рабочи-
ми модами типа 𝑇𝐸. Диаметр резонатора равен 16 мм, его высота составляет 8 – 12 мм
(в зависимости от толщины выбранного для эксперимента съемного дна). Минималь-
ная рабочая частота такой экспериментальной ячейки 𝜈 ≈ 28 ГГц. С ростом частоты
интенсивность возбуждаемых мод уменьшается, и их спектральная плотность растет,
поэтому этот резонатор применяется лишь на частотах 𝜈 . 250 ГГц. Поглощаемая об-
разцом мощность пропорциональна мнимой части обобщенной восприимчивости образ-
ца 𝜒′′. Так для обычного парамагнетика в случае слабого поглощения СВЧ резонансная
линия имеет лоренцеву форму. Если при этом действительная часть обобщенной вос-
приимчивости образца 𝜒′ значительно меняется вблизи резонансного поля, то резонатор
перестраивается (”уплывает” резонансная частота возбуждаемой моды), и ЭСР-линия
получается слегка искаженной (смотреть ”Приложение B” в работе [19]).

2

1

3

Рис. 1.5: Продольное сечение вол-
новодного перехода с диафрагмой.
Цифрами на рисунке обозначены: 1
– волноводное сужение, 2 – диафраг-
ма, 3 – образец.

Волноводный переход представляет собой сужающийся соединительный канал пря-
моугольного сечения с диафрагмой, в отверстие которой кладется исследуемый обра-
зец (см. Рис. 1.5). Таким образом, подаваемый генератором по входному волноводу
СВЧ-сигнал напрямую проходит через образец и через выходной волновод попадает
на детектор, при этом некоторая доля электромагнитной энергии поглощается образ-
цом. Волноводный переход отличается от резонатора тем, что он не требует подстройки
частоты. Однако, теперь мощность проходящего сигнала определяется суперпозицией
действительной 𝜒′ и мнимой 𝜒′′ частей обобщенной восприимчивости образца [20], в
связи с чем резонансная линия для парамагнетика уже не является лоренцевой кри-
вой. Волноводный переход с диафрагмой применялся для записи линий на частотах до
350 ГГц.
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Экспериментальная ячейка помещается на нижнюю часть платформы, которая со-
единяется с камерой откачки 3He медной фольгой для осуществления теплового кон-
такта. Платформа и ячейка находятся в вакуумной камере. Для уменьшения внешнего
теплопритока в волноводы вставлены фильтры, поглощающие излучение в инфракрас-
ном диапазоне частот. Волноводы имеют непосредственный контакт с гелием в градус-
ной камере, в которой под откачкой устанавливается температура 1.3 K. Фильтры, как
правило, термализованы при температуре между гелиевой 4.2 K и азотной 77 K тем-
пературами (см. Рис. 1.3). Откачкой паров 3He удается понизить рабочую температуру
до 0.45 K.
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2 Низкоразмерные магнетики со спином 𝑆 = 1
2

2.1 Гейзенберговская цепочка спинов 𝑆 = 1
2

Статические и динамические свойства

Рис. 2.1: Магнитная восприимчивость
антиферромагнитной спиновой S = 1/2
цепочки. Синий пунктир – интерпо-
ляция Боннер и Фишера [22], черный
пунктир – низкотемпературная асимп-
тотика Эггерта, Аффлека и Такаха-
ши [23], точки – результаты численных
симуляций методом квантового Монте-
Карло [24]. Рисунок из работы [18].

Задача об основном состоянии гейзенберговской антиферромагнитной 𝑆 = 1
2

це-
почки имеет точное решение, которое было найдено Бете в 1931 году [1] при помощи
рекурсивной процедуры, называемой ”анзатц Бете”. Энергия основного состояния была
вычислена Хультеном в 1938 году [21]. В расчете на узел решетки она составляет

𝐸𝑔𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑 = 𝐽
(︁1
4
− 𝑙𝑛 2

)︁
(2.1)

что меньше энергии состояния неелевского типа, составляющей −𝐽

4
. Корреляции в та-

кой системе спадают степенным образом

⟨𝑆𝑧
𝑛𝑆

𝑧
𝑛+𝑘⟩ = −𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑘/2)

(𝜋𝑘)2
(2.2)

Таким образом, при 𝑇 = 0 квантовая спиновая цепочка находится в критическом со-
стоянии: радиус корреляции равен бесконечности, но дальний порядок в виде ⟨𝑆𝑧

𝑛⟩ ≠ 0
отсутствует.

Восприимчивость спиновой цепочки 𝑆 = 1
2

была впервые вычислена Боннер и Фи-
шером в 1964 году [22] на основе анализа конечных спиновых цепочек. Однако, кривая
Боннер-Фишера не совсем точно описывает поведение восприимчивости при темпера-
турах 𝑇 . 0.1𝐽 . Соответствующая асимптотика была получена Эггертом, Аффлеком
и Такахаши в 1994 году с помощью анзатца Бете и теоретико-полевых методов [23].
На Рис. 2.1 представлены теоретические результаты, а также численные результаты
квантовых Монте-Карло симуляций [24]. Кривая намагничивания одномерной 𝑆 = 1

2

цепочки при 𝑇 = 0 была рассчитана Гриффитсом в 1964 году на основе анализа конеч-

ных цепочек [25]. Поле насыщения составляет 𝐻𝑠𝑎𝑡 =
2𝐽

𝑔𝜇𝐵

, и при 𝐻 → 𝐻𝑠𝑎𝑡 справедлива

асимптотика [26]:

𝑀(𝐻) = 𝑔𝜇𝐵𝑆
(︁
1− 4

𝜋

√︂
1− 𝐻

𝐻𝑠𝑎𝑡

)︁
(2.3)

13



Рис. 2.2: Кривая намагничивания гей-
зенберговской цепочки спинов 𝑆 = 1

2 .
Точки – результаты численных симуля-
ций методом квантового Монте-Карло,
красный пунктир – линейная асимпто-

тика в малом поле 𝑀(𝐻) =
(𝑔𝜇𝐵)

2

𝜋2𝐽
𝐻,

синий пунктир – асимптотика вблизи
поля насыщения (2.3), черная линия –
согласно формуле Мюллера [27]. Рису-
нок из работы [18].

В работе Мюллера [27] дается также аналитически вычисленная кривая намагничи-
вания цепочки во всем диапазоне магнитных полей. На Рис. 2.2 приведено сравнение
численного моделирования квантового Монте-Карло с аналитическими результатами
для кривой намагничивания.

Нижняя граница спектра возбуждений для спиновой цепочки 𝑆 = 1
2

была вычислена
де Клуазо и Пирсоном в 1962 году [28]:

𝜀𝐿(𝑘) =
𝜋𝐽

2
|𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑎)| (2.4)

Это выражение отличается от результата классической спин-волновой теории множи-
телем

𝜋

2
[29].

Фаддеев и Тахтаджан в 1981 году в своей работе [30] сделали вывод о том, что
элементарными возбуждениями в такой одномерной модели являются квазичастицы,
несущие спин 𝑆 = 1

2
. Их называют спинонами. Согласно правилам отбора во всех

процессах поглощения фотонов и рассеяния нейтронов △𝑆𝑧 = 0,±1, и, таким обра-
зом, спиноны возбуждаются парами. Поэтому измеряемый экспериментально спектр
возбуждений в квазиодномерных магнитных системах является континуумом (каждо-
му волновому вектору 𝑘 в двухчастичном процессе соответствует некоторый диапазон
энергий 𝜀). Нижняя граница континуума соответствует спектру, найденному де Клуазо
и Пирсоном (2.4), а верхняя граница есть 𝜀𝑈(𝑘) = 2𝜀𝐿(𝑘/2):

𝜀𝑈(𝑘) = 𝜋𝐽
⃒⃒⃒
𝑠𝑖𝑛
(︁𝑘𝑎
2

)︁⃒⃒⃒
(2.5)

Оценка для спектральной плотности такого континуума была получена в работе Мюл-
лера [27]. Динамический структурный фактор определяется следующим соотношением:

𝑆(𝜀, 𝑘) ∝ 𝜃(𝜀− 𝜀𝐿(𝑘))𝜃(𝜀𝑈(𝑘)− 𝜀)√︀
𝜀2 − 𝜀𝐿(𝑘)2

(2.6)

где 𝜃(𝑥) – функция Хевисайда.
Континуум элементарных возбуждений изображен на Рис. 2.4. Описываемый ан-

затцем Мюллера континуум является двухчастичным и содержит в себе 73% спектраль-
ного веса от интегральной интенсивности, обнаруживаемой в численных симуляциях.
Дополнительный учет четырехспинонных состояний позволяет описать 99% спектраль-
ного веса [31].
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Рис. 2.3: Спинонный континуум соглас-
но анзацу Мюллера (2.6). Сплошными
линиями показаны границы континуу-
ма по де Клуазо и Пирсону и по Мюлле-
ру (2.4, 2.5), цветом представлена вели-
чина динамического структурного фак-
тора в данной точке. Также справа по-
казаны сечения континуума для 𝑘 =

𝜋

𝑎
(красный цвет) и 𝑘 =

𝜋

2𝑎
(оранжевый

цвет). Рисунок из работы [18].

Рис. 2.4: Левый рисунок: Расщепление
спинонного спектра магнитным полем
и возможные переходы с изменением
спина (синие стрелки) и без изменения
спина (красные стрелки) в представле-
нии спиновых фермионов. Правый ри-
сунок: Континуумы возбуждений, соот-
ветствующие этим двум типам перехо-
дов. Рисунок из работы [32].

Примечательным является поведение двухспинонного континуума в магнитном по-
ле. Магнитное поле снимает вырождение по энергии спинонных состояний | ↑⟩ и | ↓⟩.
Переходы с △𝑆𝑧 = 0 и △𝑆𝑧 = ±1 становятся различимы и соответствуют двум ти-
пам континуумов возбуждений: 𝑆||(𝜀, 𝑘) и 𝑆⊥(𝜀, 𝑘). В первом случае возникают мягкие

моды на несоразмерном волновом векторе вблизи
𝜋

𝑎
, во втором – вблизи 0 и

2𝜋

𝑎
. Мяг-

кие моды первого типа были экспериментально обнаружены Дендером с соавторами в
эксперименте по рассеянию нейтронов [32].

Однородное взаимодействие Дзялошинского-Мории в гейзенберговской це-
почке спинов 𝑆 = 1

2

Рассмотрим задачу о нахождении спектра возбуждений в гейзенберговской цепочке
спинов 𝑆 = 1

2
с однородным взаимодействием Дзялошинского-Мории [11,12] с вектором

�⃗�, где взаимодействие Дзялошинского-Мории является малым возмущением: |�⃗�| ≪ 𝐽 .
Эта задача решается в работах [33,34]. Будем следовать изложению Старых и соавторов
[34].

Пусть �⃗� = (𝐷𝑥, 𝐷𝑦, 𝐷𝑧) = (0, 0, 𝐷), тогда гамильтониан исследуемой системы примет
следующий вид:

ℋ̂ =
∑︁
𝑛

(︁
𝐽(

^⃗
𝑆𝑛 ·

^⃗
𝑆𝑛+1) +𝐷[

^⃗
𝑆𝑛 ×

^⃗
𝑆𝑛+1]

𝑧
)︁

(2.7)

Переопределив спиновые переменные с помощью унитарного преобразования

𝑆+
𝑛 = 𝑆 ′+

𝑛 𝑒𝑖𝛼𝑛, 𝑆−
𝑛 = 𝑆 ′−

𝑛 𝑒−𝑖𝛼𝑛, 𝑆𝑧
𝑛 = 𝑆 ′𝑧

𝑛 (2.8)

15



Рис. 2.5: Влияние взаимодействия Дзялошинского-Мории на спектр возбуждений квантовой

спиновой цепочки в магнитном поле. Сдвиг спектра на волновой вектор 𝑘𝐷 =
𝐷

𝑎𝐽
приводит к

расщеплению резонансной частоты (k = 0). Рисунок из работы [18].

где 𝛼 = −𝐷

𝐽
, перепишем гамильтониан в виде

ℋ̂′ = 𝐽 ′
∑︁
𝑛

(︁
𝑆 ′𝑥
𝑛 𝑆

′𝑥
𝑛+1 + 𝑆 ′𝑦

𝑛 𝑆
′𝑦
𝑛+1 +

𝐽

𝐽 ′𝑆
′𝑧
𝑛 𝑆

′𝑧
𝑛+1

)︁
(2.9)

где 𝐽 ′ =
√
𝐽2 +𝐷2, исключив таким образом взаимодействие Дзялошинского-Мории с

точностью до членов порядка
(︁𝐷
𝐽

)︁2
.

В итоге, решение задачи сводится к рассмотрению гейзенберговской цепочки с ани-
зотропией легкоплоскостного типа. Величина этой легкоплоскостной анизотропии име-

ет порядок
(︁𝐷
𝐽

)︁2
, то есть это малый эффект. Основное же следствие возмущения ис-

ходной гейзенберговской цепочки взаимодействием Дзялошинского-Мории, линейного

по параметру
𝐷

𝐽
, заключается в смещении спектра системы, которое получается введе-

нием преобразования (2.8). Вследствие этого преобразования спектр, соответствующий
гамильтониану (2.9), оказывается смещенным относительно спектра исходной задачи

(2.7) на волновой вектор 𝑘𝐷 =
𝐷

𝑎𝐽
(𝑎 – период спиновой цепочки).

Итак, если пренебречь анизотропными членами второго порядка малости, то спектр
гейзенберговской цепочки спинов 𝑆 = 1

2
с однородным взаимодействием Дзялошинского-

Мории есть спектр гейзенберговской цепочки, смещенный на волновой вектор 𝑘𝐷 =
𝐷

𝑎𝐽
.

Такой же вывод справедлив и для цепочки с однородным взаимодействием Дзяло-
шинского-Мории, помещенной в магнитное поле. Однако теперь сдвиг континуума воз-
буждений по волновому вектору приводит к тому, что при 𝑘 = 0 возникает конечная
ширина континуума порядка 𝐷, соответствующего поперечным возбуждениям. Так как
спектральная плотность континуума на малых волновых векторах максимальна вблизи

его границ, то получаются две резонансные частоты, отстоящие от
𝑔𝜇𝐵𝐻

2𝜋~
на ±𝐷

4~
; см.

Рис. 2.5. Детальный анализ, проведенный в работе [34], предсказывает для произволь-
ного направления магнитного поля �⃗� относительно вектора Дзялошинского-Мории �⃗�
и при 𝑇 = 0 K следующие частоты магнитного резонанса:

2𝜋~𝜈 =
⃒⃒⃒
𝑔𝜇𝐵�⃗� ± 𝜋

2
�⃗�
⃒⃒⃒

(2.10)
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Случай �⃗�||�⃗�:
2𝜋~𝜈 =

⃒⃒⃒
𝑔𝜇𝐵𝐻 ± 𝜋

2
𝐷
⃒⃒⃒

(2.11)

Случай �⃗�⊥�⃗�:

2𝜋~𝜈 =

√︂
(𝑔𝜇𝐵𝐻)2 +

𝜋2

4
𝐷2 (2.12)

Важно отметить, что частотно-полевая зависимость резонанса при �⃗�||�⃗�, выража-
ющаяся по формуле (2.11), верна только в слабых полях, поскольку она предполагает,
что ширина континуума, соответствующего поперечным возбуждениям, на волновом

векторе 𝑘𝐷 =
𝐷

𝑎𝐽
остается постоянной при увеличении магнитного поля. В действи-

тельности спинонный континуум одномерной гейзенберговской цепочки спинов 𝑆 = 1
2

существенно деформируется под действием магнитного поля. Влияние магнитного по-
ля на спектр спинонных возбуждений вплоть до поля насыщения было исследовано
Мюллером в работе [27]. К. Ю. Поваров, воспользовавшись результатами Мюллера из
работы [27], получил частотно-полевую зависимость для �⃗�||�⃗� при 𝑇 = 0 K, которая яв-
ляется следующим приближением к спектру (2.11), полученному Гангадараианом, Са-
ном и Старых в работе [34]. Этот спектр представлен на Рис. 2.6. Для расчета он взял
величины обменного интеграла 𝐽 = 4 K, 𝑔-фактора 𝑔 = 2 и вектора Дзялошинского-
Мории 𝐷 = 0.24 K. Таким образом анализ показывает, что имеющийся при �⃗�||�⃗� и
𝑇 = 0 K спинонный дублет коллапсирует в поле насыщения.

Рис. 2.6: Частотно-полевая зависимость ЭСР в гейзенберговской цепочке спинов 𝑆 = 1
2 с од-

нородным взаимодействием Дзялошинского-Мории [34] с вектором �⃗� при ориентации магнит-
ного поля �⃗�||�⃗� и при 𝑇 = 0 K с учетом деформации двухспинонного континуума поперечных
возбуждений в поле �⃗� по анзатцу Мюллера [27]. В расчете использовались величины обмен-
ного интеграла 𝐽 = 4 K, 𝑔-фактора 𝑔 = 2 и вектора Дзялошинского-Мории 𝐷 = 0.24 K.
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2.2 Гейзенберговский 𝑆 = 1
2 антиферромагнетик на треугольной

решетке

Основное состояние

Рис. 2.7: Левый рисунок: Невоз-
можность неелевского порядка вида
| ↑↓↑↓ ... ⟩ в спиновой системе на
изотропной треугольной решетке.
Правый рисунок: Классическое основ-
ное состояние спиновой системы на
неискаженной треугольной решетке.
Рисунок из работы [18].

Рис. 2.8: Фазовая диаграмма для
описываемой гамильтонианом
(2.13) модели при 𝑇 = 0 [40].
Рисунок из работы [18].

Двумерная система спинов 𝑆 = 1
2

на треугольной решетке является объектом мно-
жества интересных и трудоемких исследований. Неелевский порядок типа | ↑↓↑↓ ...⟩ в
такой системе не обладает наименьшей энергией даже в классическом случае, посколь-
ку треугольная геометрия приводит к фрустрации обменных связей. Как уже упомина-
лось во введении, под фрустрацией понимается невозможность минимизации энергии
для всех парных взаимодействий между соседними спинами в системе. Так, на Рис. 2.7
слева показано, что при антиферромагнитном упорядочении двух любых спинов (один
спин – вниз, другой – вверх) третий спин никак не может быть противоположно на-
правлен этим двум спинам одновременно. Для классического антиферромагнетика (то
есть при 𝑆 → ∞ или, что то же самое, при замене операторов на средние значения
в гамильтониане Гейзенберга) на треугольной решетке основным состоянием в нуле-
вом магнитном поле является планарная структура, в которой спины расположены под
углом 1200 друг к другу (см. Рис. 2.7). Это решение можно обобщить на случай иска-
женной треугольной решетки, в которой обмены вдоль ”основания” треугольника 𝐽 и
вдоль ”боковых сторон” 𝐽 ′ различны. Такая система описывается гамильтонианом

ℋ̂ = 𝐽
∑︁
𝑛

(
^⃗
𝑆𝑛 ·

^⃗
𝑆𝑛+1) + 𝐽 ′

∑︁
<𝑛,𝑘>

(
^⃗
𝑆𝑛 ·

^⃗
𝑆𝑘) (2.13)

Здесь обмен 𝐽 связывает спины вдоль одномерных цепочек (суммирование по 𝑛), а
обмен 𝐽 ′ есть диагональная связь между такими цепочками (суммирование по 𝑛, 𝑘).
Такой гамильтониан является интерполяцией между точно решаемой моделью невзаи-
модействующих цепочек со спином 𝑆 = 1

2
(𝐽 ′ = 0), изотропной треугольной решеткой

(𝐽 = 𝐽 ′) и квадратной решеткой (𝐽 = 0). Согласно решению задачи Нагамии [35], в
классическом приближении основным состоянием в нулевом магнитном поле является
планарная спиральная структура с волновым вектором �⃗� таким, что

𝑐𝑜𝑠(𝜋𝑞) = − 𝐽 ′

2𝐽
(2.14)
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где вектор �⃗� направлен вдоль направления выделенного обмена 𝐽 . В случае 𝐽 = 𝐽 ′

выражение (2.14) приводит к уже упоминавшейся 120-градусной планарной структуре.
Проблема квантового рассмотрения гейзенберговского антиферромагнетика со спи-

ном 𝑆 = 1
2

на треугольной решетке связана со сложностью учета квантовых флуктуа-
ций, которые для малого спина являются сильными. В отличие от одномерного случая,
для двумерной треугольной решетки способ построения точного решения неизвестен.
Соответственно, возникает вопрос, волновыми функциями какого вида следует пользо-
ваться в качестве начального приближения. В 1973 году Андерсон предложил модель
”резонансных валентных связей” [29]. Предложенное Андерсоном основное состояние
при T = 0 является неупорядоченным и представляет собой пример спиновой жидкости.
Кроме того, согласно его модели элементарными возбуждениями в системе являются
спиноны, о которых уже упоминалось выше.

Более поздние теоретические расчеты [36] и численное моделирование [37–39] пока-
зали существование 120-градусного дальнего порядка при 𝑇 = 0 для случая неискажен-
ной треугольной решетки. Однако, этот порядок оказывается слабым – редукция спина
на узле достигает 75%. Окончательного согласия по поводу фазовой диаграммы модели
с искаженной треугольной решеткой при 𝑇 = 0 до сих пор не существует. Установлен-

ными фактами можно считать существование спиновой жидкости в пределе
𝐽 ′

𝐽
→ 0,

спирального порядка вблизи
𝐽 ′

𝐽
∼ 1 и порядка неелевского типа при

𝐽 ′

𝐽
→ ∞, когда

решетка становится эквивалентна квадратной. Численные симуляции, проделанные в

работе [40], показывают отсутствие дальнего порядка в широком диапазоне
𝐽 ′

𝐽
. Соглас-

но этому численному моделированию, изменение параметра
𝐽 ′

𝐽
в пределах от 0 до 1 в

гамильтониане (2.13) дает два перехода: первый – от одномерных корреляций к дву-
мерным, второй – от неупорядоченного основного состояния к спиральной структуре.
Соответствующая фазовая диаграмма изображена на Рис. 2.8. В изучаемом в данной
работе соединении Cs2CuCl4 магнитные ионы расположены на искаженной треуголь-

ной решетке с
𝐽 ′

𝐽
≈ 0.34. Треугольная система с таким соотношением обменов попадает

в область фазовой диаграммы, в которой отсутствует дальний порядок. Таким обра-
зом, Cs2CuCl4 упорядочивается за счет следующих по малости взаимодействий таких,
как межплоскостное взаимодействие и взаимодействие Дзялошинского-Мории между
спинами на треугольной решетке (см. гл. 3).

Статические и динамические свойства

Восприимчивость системы с искаженной треугольной решеткой была вычислена в

работе [41] как многочлен по степеням
1

𝑇
. Коэффициенты при степенях

1

𝑇
также явля-

ются многочленами от
𝐽 ′

𝐽
. Восприимчивость реальной спиновой системы на треуголь-

ной решетке Cs2CuCl4 [13] при не слишком низких температурах находится в согласии
с этими вычислениями.

Нулевые квантовые колебания также сильно влияют на спектр спиновых волн. Вы-
числение квантовых поправок к спектру возбуждений для основного состояния неиска-
женной треугольной решетки [42], а также получение этого спектра путем численного
моделирования [43,44] показали, что классическая картина спиновых волн оказывается
сильно модифицированной. В последних двух работах было показано, что спектр маг-
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нонов оказывается не только сильно перенормированным по сравнению с классическим
результатом, но также имеет нескольких новых особенностей – ”ротонных минимумов”
на границах зоны Бриллюэна, отсутствующих в теории спиновых волн.
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3 Основные сведения о магнитных свойствах Cs2CuCl4
3.1 Кристаллическая структура

Рис. 3.1: Элементарная ячейка Cs2CuCl4. Ио-
ны 𝐶𝑢2+ занимают четыре неэквивалентные
позиции, обозначенные на рисунке цифрами
(1) – (4). Пунктирными стрелками показаны
направления локальных осей симметрии. Ри-
сунок из работы [18].

Cs2CuCl4 является диэлектрическим магнитным кристаллом. Соединение Cs2CuCl4
принадлежит к орторомбической пространственной группе 𝑃𝑛𝑚𝑎 с параметрами решет-
ки 𝑎 = 9.70± 0.02 Å, 𝑏 = 7.60± 0.02 Å и 𝑐 = 12.35± 0.03 Å при комнатной температуре.
Структура кристалла изображена на Рис. 3.1. Одна элементарная ячейка содержит
четыре иона 𝐶𝑢2+, каждый из которых находится в центре тетраэдра, образованного
ионами хлора. Ионы меди обладают электронным спином 𝑆 = 1

2
. Они упорядочены в

слои с искаженной треугольной решеткой в плоскости 𝑏𝑐 (см. Рис. 3.2). Через одну эле-
ментарную ячейку проходят два таких слоя. При выращивании кристаллов Cs2CuCl4
из раствора образуются продолговатые прозрачные оранжевые кристаллы, вытянутые
в направлении оси 𝑏.

3.2 Магнитные свойства. Обзор предшествующих работ.

Первые исследования ЭПР в Cs2CuCl4 проводились в 1964 году Шарновым [45, 46].
В этих работах парамагнитный резонанс изучался при температурах 𝑇 = 300 K и
𝑇 = 77 K. При таких температурах Cs2CuCl4 ведет себя как обычный парамагнетик.
Был экспериментально определен анизотропный 𝑔-фактор медного иона. Его значение
вдоль главных осей составляет 𝑔𝑎 = 2.200±0.002, 𝑔𝑏 = 2.083±0.001 и 𝑔𝑐 = 2.297±0.002.

В 1985 году была измерена магнитная восприимчивость поликристаллических об-
разцов вплоть до температуры 𝑇 = 1.1 K [47]. Обнаруженный широкий максимум при
температуре порядка 3 К был проинтерпретирован как признак квазиодномерного ан-
тиферромагнетика. Была получена оценка температуры Кюри-Вейсса 𝜃𝐶𝑊 ≈ 5 K и
основного обменного интеграла 𝐽 ≈ 2 K, исходя из модели Боннер–Фишера для одно-
мерных спиновых цепочек.

В 1996 году Колди и Теннант с соавторами предприняли тщательное нейтроно-
графическое исследование магнитных свойств этого низкоразмерного антиферромаг-
нетика при сверхнизких температурах [48]. Было обнаружено, что в Cs2CuCl4 реали-
зуется спиральное упорядочение ниже 𝑇𝑁 ≈ 0.62 K с вектором спиральной структуры

�⃗� = (0, 0.472
2𝜋

𝑏
, 0), направленным вдоль кристаллографической оси 𝑏. Сама же плос-

кость вращения спинов почти совпадает с плоскостью 𝑏𝑐.
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Рис. 3.2: Структура обменных связей в
Cs2CuCl4 согласно работе [51]. Двойной
сплошной, сплошной и пунктирной линией
обозначены обмены 𝐽 , 𝐽 ′ и 𝐽 ′′ соответственно.
Красные стрелки обозначают взаимодействие
Дзялошинского-Мории �⃗�, голубые – �⃗�′. На
рисунке представлены две плоскости, содер-
жащие треугольную решетку; нижняя зате-
нена. Рисунок из работы [18].

В последующих работах Колди, Теннанта и соавторов за 1997 год [6] и 2001 год [7]
исследовалась картина нейтронного рассеяния в магнитном поле. Было обнаружено,
что с увеличением магнитного поля, приложенного вдоль оси 𝑎, происходит постепен-
ная трансформация структуры из спиральной в коническую вплоть до схлопывания в
поле насыщения 𝐻𝑠𝑎𝑡 ≈ 8 T. Кроме того, вектор спирали �⃗� также имеет зависимость
от магнитного поля. При �⃗�||𝑐 в поле 1.4 T магнетик переходит в фазу, называемую эл-
липтической. Особенностью данной фазы является линейная зависимость 𝑞(𝐻). В поле
2.1 T нейтронные рефлексы исчезают, и было высказано предположение, что дальний
порядок разрушается, при этом магнетик переходит в спин-жидкостное состояние.

В 2002 году Колди, Теннант с соавторами получили значения основных обменных
интегралов в Cs2CuCl4 [49]. Поместив систему в магнитное поле 𝐻 ≈ 12 T, большее
поля насыщения, они измерили спектр возбуждений в индуцированной полем ферро-
магнитной фазе с помощью неупругого рассеяния нейтронов. Затем, рассчитав спектр
спиновых волн аналитически и сравнив экспериментальные результаты с теоретиче-
ским предсказанием, они определили параметры исходного спинового гамильтониана.
Найденные таким образом значения не подвержены влиянию квантовых перенорми-
ровок, поскольку в насыщенной фазе квантовые флуктуации полностью подавлены, и
задача решается точно. Были получены следующие значения обменных интегралов:

Рис. 3.3: Пример спектра нейтронного рассе-
яния в Cs2CuCl4 при температурах как выше,
так и ниже 𝑇𝑁 . Сплошная оранжевая линия
– расчет в рамках квазиодномерного подхо-
да [50]. Рисунок из работы [8].
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Рис. 3.4: Фазовая диаграмма Cs2CuCl4 согласно исследованиям Колди и соавторов [7] и То-
кивы и соавторов [13]. Интерпретация фаз по работе Старых и соавторов [51]. △ – данные
нейтронного рассеяния, ∘ – данные намагничивания и магнитной восприимчивости, � – дан-
ные теплоемкости. Сплошные линии, представляющие границы фаз, проведены для наглядно-
сти. Также для наглядности проведена пунктирная линия, обозначающая ”кроссовер” между
спин-жидкостной и парамагнитной фазами. Рисунок из работы [18].

главного обмена 𝐽 ≈ 4.35 K, диагонального обмена 𝐽 ′ ≈ 0.34𝐽 ≈ 1.48 K, межплоскост-
ного обмена 𝐽 ′′ ≈ 0.05𝐽 ≈ 0.22 K. Также удалось зафиксировать величину компоненты
взаимодействия Дзялошинского-Мории 𝐷′

𝑎 ≈ 0.05𝐽 ≈ 0.24 K. Полная структура связей
в кристалле Cs2CuCl4 приведена на Рис. 3.2. Таким образом, было выяснено, что анти-
ферромагнетик Cs2CuCl4 является квазидвумерным, а не квазиодномерным, поскольку

отношение главных обменных интегралов
𝐽 ′

𝐽
≈ 0.34 порядка единицы.

В 2003 году Колди, Теннант и Тылчинский опубликовали детальное исследование
спектра спиновых возбуждений в первой зоне Бриллюэна в нулевом магнитном поле
при различных температурах [8]. Была выявлена особенность спектра при температу-
рах ниже 𝑇𝑁 – сосуществование острого пика на малых энергиях, соответствующего
рассеянию на магнонах, и широкого континуума, простирающегося в область больших
энергий (см. Рис. 3.3). При переходе через точку Нееля 𝑇𝑁 острый пик исчезает, а кон-
тинуум при этом сохраняется и практически не деформируется. Вектор спирали �⃗� и
спектр спиновых волн удается описать в рамках двумерной модели с искаженной тре-
угольной решеткой с обменами 𝐽 и 𝐽 ′ и с учетом их ренормализации: 𝐽 – в 1.65 раз, а 𝐽 ′ –
в 0.92 раза. Однако, для описания существующего как выше, так и ниже 𝑇𝑁 континуума
традиционной теории спиновых волн оказывается недостаточно. Учет двухмагнонных
возбуждений дает континуум иной формы и с существенно меньшей интенсивностью.
Правильного описания континуума возбуждений удается достигнуть при рассмотрении
спинонов – квазичастиц со спином 𝑆 = 1

2
, характерных именно для одномерных спино-

вых систем, что как раз и свидетельствует в пользу одномерной природы магнетизма
Cs2CuCl4.

В 2007 году Коно, Балентс и Старых проделали теоретическое исследование кон-
тинуума возбуждений в слабо связанных спиновых цепочках [50]. Они показали, что
спектр возбуждений в Cs2CuCl4, полученный Колди в работах [7, 8] методом неупру-
гого рассеяния нейтронов, можно описать в рамках модели искаженной треугольной
решетки на основе представления о связанных спинонах (триплонах) в слабо взаимодей-
ствующих соседних цепочках всего с одним единственным подгоночным параметром по
интенсивности при известных 𝐽 и 𝐽 ′. При этом континуум возбуждений для волнового
вектора �⃗� вдоль спиновых цепочек в значительной степени определяется континуумом
возбуждений в изолированной спиновой цепочке. Как уже было отмечено выше, числен-
ные симуляции, произведенные Хайдерианом и его коллегами в 2009 году в работе [40],
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только подтверждают квазиодномерный характер спин-спиновых корреляций в этом
веществе (см. Рис. 2.8). Таким образом, в Cs2CuCl4 фрустрация обменных связей 𝐽 ′

приводит к эффективной расцепленности спиновых цепочек, направленных вдоль оси
𝑏, и его магнитные свойства по большей части в основном определяются свойствами
изолированных спиновых цепочек, несмотря на двумерный характер обменных связей.

В 2006 году группой Токивы была подробно исследована фазовая диаграмма Cs2CuCl4
для всех трех главных направлений магнитного поля [13]. Комбинируя данные термо-
динамических и магнитных измерений с предыдущими результатами рассеяния ней-
тронов, им удалось получить полную фазовую диаграмму, приведенную на Рис 3.4, где
поля ферромагнитного насыщения для направления поля вдоль кристаллографических
осей 𝑎, 𝑏 и 𝑐 равны соответственно 𝐻𝑎

𝑠𝑎𝑡 = 8.44 T, 𝐻𝑏
𝑠𝑎𝑡 = 8.89 T, 𝐻𝑎

𝑠𝑎𝑡 = 8.00 T. Предпо-
ложительная теоретическая интерпретация фазовой диаграммы была дана Старых и
соавторами в работе [51] в 2010 году. Было показано, что из-за фрустрации обмены 𝐽 ′

являются скомпенсированными, и упорядочение наступает за счет следующих по мало-
сти взаимодействий. В Cs2CuCl4 такими взаимодействиями являются межплоскостной
обмен 𝐽 ′′ вдоль направления 𝑎, а также взаимодействие Дзялошинского-Мории с векто-
рами �⃗� и �⃗�′. Конкуренция между этими малыми добавками к основным обменным ин-
тегралам приводит к наблюдаемой столь разнообразной фазовой диаграмме для полей
в плоскости 𝑏𝑐, в то время как для �⃗�||𝑎 индуцированные полем переходы отсутствуют.

В 2009 – 2012 годах Поваров и Смирнов предприняли детальное исследование Cs2CuCl4
методом магнитного резонанса [9,10,18,52]. ЭСР-эксперименты были проделаны в ши-
роком диапазоне температур как выше, так и ниже точки Нееля 𝑇𝑁 вплоть до темпе-
ратуры 0.1 K, в результате магнитный резонанс был изучен как в упорядоченной, так
и в спин-жидкостной фазе. Следует отметить, что первые эксперименты по ЭСР вы-
ше температуры 𝑇𝑁 были проведены еще в 1998 году Шрамой с соавторами [53]. Они
обнаружили, что при понижении температуры до 𝑇𝑁 возникает сильная анизотропия
спектра поглощения СВЧ: наблюдается значительное смещение линии с открытием ще-
ли при приложении поля вдоль спиновых цепочек и превращение линии в дублет при
приложении поля перпендикулярно спиновой цепочке.

Наблюдаемый в спин-жидкостной фазе Cs2CuCl4 спектр удалось качественно объ-
яснить при помощи теории, построенной Гангадараианом, Саном и Старых в 2008 го-
ду [34]. Согласно выводам Смирнова, Поварова и Старых [9], существенная модифика-
ция спектра ЭСР в Cs2CuCl4 при температурах выше точки Нееля 𝑇𝑁 по отношению
к спектру ЭПР при температурах, значительно больших температуры Кюри-Вейсса
𝑇𝐶𝑊 , есть проявление влияния однородного взаимодействия Дзялошинского-Мории с
вектором �⃗� на эффективно развязанные спиновые цепочки вдоль оси 𝑏. Результаты
теоретического анализа изложены выше в п. 2.1. Таким образом, помимо взаимодей-
ствия Дзялошинского-Мории с вектором �⃗�′ на диагональных связях 𝐽 ′, существует
однородное взаимодействие Дзялошинского-Мории с вектором �⃗� на главных обменных
связях 𝐽 (см. Рис. 3.2).

Элементарная ячейка Cs2CuCl4 содержит четыре неэквивалентных вида спиновых
цепочек, различающихся направлением вектора Дзялошинского-Мории �⃗� (см. Рис. 3.2).
Симметрийный анализ кристаллической структуры Cs2CuCl4 показывает [51], что век-
тор Дзялошинского-Мории �⃗� лежит строго в плоскости 𝑎𝑐 и, следовательно, он может
быть записан в виде �⃗� = (±𝐷𝑎, 0,±𝐷𝑐). Тогда, согласно формуле (2.10), получаются
следующие частоты магнитного резонанса в слабых полях и при 𝑇 = 0 K при направ-
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Рис. 3.5: Зависимость ширины резонансной линии △𝐻 от температуры в Cs2CuCl4 при на-
правлении магнитного поля вдоль осей 𝑎, 𝑏 и 𝑐. Сплошные линии – квантовомеханический
расчет, пунктирные линии – квазиклассический расчет, символы – экспериментальные дан-
ные. Рисунок из работы [54].

лении поля вдоль главных осей 𝑎, 𝑏 и 𝑐:

2𝜋~𝜈 =

√︂(︁
𝑔𝑎𝜇𝐵𝐻 ± 𝜋

2
𝐷𝑎

)︁2
+

(𝜋𝐷𝑐)2

4
(3.1)

2𝜋~𝜈 =

√︂
(𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻)2 +

𝜋2

4
(𝐷2

𝑎 +𝐷2
𝑐 ) (3.2)

2𝜋~𝜈 =

√︂(︁
𝑔𝑐𝜇𝐵𝐻 ± 𝜋

2
𝐷𝑐

)︁2
+

(𝜋𝐷𝑎)2

4
(3.3)

Итак, теория предсказывает щелевую моду при �⃗�||𝑏 и дублет при направлениях
�⃗�||𝑎, 𝑐. В случае спин-жидкостной фазы Cs2CuCl4, существующей при конечных темпе-
ратурах, эта теория может использоваться лишь как приближение, поскольку ее пред-
метом являются невзаимодействующие спиновые цепочки при Т = 0 К. Следует иметь
в виду, что дополнительным различием между спин–жидкостной фазой Cs2CuCl4 и тео-
ретической моделью является наличие добавочных взаимодействий (таких, как 𝐽 ′, 𝐽 ′′,
𝐷′; см. Рис. 3.2). Они также могут приводить к неполному количественному соответ-
ствию между теорией и наблюдениями.

В 2011 году Смирнов и Поваров c соавторами получили спектры ЭСР при �⃗�||𝑎, 𝑏, 𝑐 в
спин-жидкостной фазе Cs2CuCl4 при 𝑇 = 1.3 K в низкочастотном диапазоне, построили
угловые зависимости резонансных полей на частоте 𝜈 = 27 ГГц при вращении образца
в плоскостях 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 и 𝑏𝑐 по отношению к магнитному полю, а также исследовали по-
ляризационную зависимость поглощения СВЧ в нулевом поле. Набор данных находит-
ся в согласии с теоретической интерпретацией о влиянии однородного взаимодействия
Дзялошинского-Мории на континуум возбуждений спиновых цепочек в Cs2CuCl4. Они
сделали количественную оценку компонент вектора �⃗� при температуре 𝑇 = 1.3 K:
𝐷𝑎 ≈ 0.06𝐽 ≈ 0.25 K, 𝐷𝑐 ≈ 0.08𝐽 ≈ 0.34 K. Результаты экспериментов, их обсуждение
и интерпретация опубликованы в работах [9, 18].
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В 2012 году Смирновым и Поваровым с соавторами были получены эксперименталь-
ные данные, касающиеся поведения спектра магнитного резонанса при �⃗�||𝑎, 𝑏, 𝑐 при
температурах ниже точки упорядочения 𝑇𝑁 = 0.62 K вплоть до 𝑇 = 0.1 K. Как оказа-
лось, спектр ЭСР в упорядоченных фазах Cs2CuCl4 на высоких частотах (𝜈 & 80 ГГц)
соответствует наблюдавшемуся при более высоких температурах в разупорядоченной
фазе спинонному резонансу, в то время как на низких частотах (𝜈 . 40 ГГц) – антифер-
ромагнитному резонансу в планарной магнитной структуре с двухосной анизотропией.
При этом переход между спин-волновым и спинонным резонансом происходит по часто-

те, и характерная переходная частота составляет 𝜈𝑒𝑥 ∼ 𝐽

2𝜋~
∼ 80 ГГц. Этот результат

согласуется с данными нейтронной спектроскопии [7,8]: в неупругом рассеянии нейтро-
нов наблюдается характерный для упорядоченной структуры спектр на малых энерги-
ях (узкие спин-волновые пики) и характерный для спин–жидкостной фазы континуум
возбуждений при больших энергиях, а характерное значение энергии ”кроссовера” от
спин-волновых возбуждений к спинонному континууму совпадает с величиной внутри-
цепочечного обменного интеграла 𝐽 . Кроме того, были идентифицированы некоторые
фазовые переходы, индуцированные магнитным полем при �⃗�||𝑏, 𝑐, по резкой перестрой-
ке спектра магнитного резонанса, причем значения критических полей находятся в со-
гласии с результатами измерений теплоемкости и намагниченности [13]. Также были
оценены величины компонент вектора �⃗� при 𝑇 = 0 K экстраполяцией к нулевой темпе-
ратуре наблюдавшейся в спин-жидкостной фазе зависимости для эффективной щели в
поле вдоль оси 𝑏: 𝐷𝑎 ≈ 0.08𝐽 ≈ 0.34 K, 𝐷𝑐 ≈ 0.11𝐽 ≈ 0.46 K. Результаты экспериментов
и их детальный анализ представлены в работах [10,18].

В 2013 году группой Еремина была исследована ширина резонансной линии в Cs2CuCl4
как теоретически, так и экспериментально [54]. Согласно построенной ими теории,
при температурах 𝑇 ≤ 150 K анизотропия ширины ЭСР-линии обусловлена однород-
ным взаимодействием Дзялошинского-Мории с вектором �⃗�. Компоненты этого век-
тора были определены в квазиклассическом приближении теории по измеренным при
�⃗�||𝑎, 𝑏, 𝑐 и 𝑇 = 100 K значениям ширины линии (см. Рис. 3.5): 𝐷𝑎 ≈ 0.08𝐽 ≈ 0.33 K,
𝐷𝑐 ≈ 0.08𝐽 ≈ 0.36 K.
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4 Магнитный резонанс в квантовом антиферромагне-
тике Cs2CuCl4 в сильном поле

Целью данной работы является исследование магнитного резонанса в Cs2CuCl4 в
спин-коррелированной фазе в сильном магнитном поле, когда происходит подавление
квантовых флуктуаций полем, в частности наблюдение эволюции спинонного дублета
при увеличении магнитного поля вплоть до поля насыщения.

4.1 Исследуемые образцы и условия эксперимента

Образцы Cs2CuCl4 были приготовлены А. Я. Шапиро в Институте кристаллографии
им. А. В. Шубникова РАН из водного раствора. Они представляют собой прозрачные
кристаллы темно-оранжевого цвета, имеющие вытянутую форму. Направление вытя-
нутости выращенных из раствора кристаллов, как оказывается, соответствует оси 𝑏 и
определялось по внешнему виду образца. Направление осей 𝑎 и 𝑐 в кристаллах Cs2CuCl4
определялось из ЭСР-экспериментов по вращению образца в криостате с откачкой 4He
с учетом известных значений 𝑔-факторов 𝑔𝑎 и 𝑔𝑐.

Основные эксперименты проводились с использованием криостата с откачкой 3He,
при помощи которого достигалась температура 0.45 K. Во время проведения измерений
происходил небольшой перегрев экспериментальной ячейки СВЧ-излучением. Как пра-
вило, в условиях описываемых экспериментов он не превышал 0.05 K. Для работы со
спектрометрической вставкой в этот криостат имелись две экспериментальные ячейки:
цилиндрический резонатор и волноводный переход с диафрагмой (подробное описание
смотреть в п. 1.4). Первая ячейка применялась для записи резонансных линий на часто-
тах 60− 250 ГГц. Вторая ячейка позволяла получать линии ЭСР в широком частотном
диапазоне 60− 350 ГГц. Исследуемые образцы имели характерный размер ∼ 1 мм.

4.2 Магнитное поле вдоль оси 𝑎

В работе [10] была изучена температурная эволюция спинонного дублета при пере-

Рис. 4.1: Температурная эволюция
резонансной линии в Cs2CuCl4 на
частоте 𝜈 = 78.81 ГГц при ориен-
тации магнитного поля вдоль оси 𝑎.
Наблюдаемый в спин-жидкостной
фазе дублет остается практически
неизменным при переходе через 𝑇𝑁 .
Рисунок из работы [10].
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ходе из спин-жидкостной фазы в упорядоченную фазу в слабых полях (дублет наблю-
дается при �⃗�||𝑎, 𝑐; см. формулы (3.1) и (3.3)). Было выяснено, что такой переход не
искажает спектра спинонного резонанса в Cs2CuCl4 на частотах выше 80 ГГц: при по-
нижении температуры ниже 1 K спинонный дублет становится лучше разрешим и про-
должает формироваться вплоть до температуры 0.1 K. Переход из разупорядоченного
состояния в упорядоченное приводит к изменению спектра только на частотах ниже 60
ГГц, при этом возникает спектр магнитного резонанса, соответствующий спектру пла-
нарной структуры с двухосной анизотропией. На Рис. 4.1 представлена температурная
эволюция дублета на частоте 𝜈 = 78.81 ГГц при ориентации магнитного поля вдоль оси
𝑎, откуда видно, что дублет не испытывает заметных трансформаций при понижении
температуры ниже 1 K. Таким образом, для изучения частотно-полевой зависимости
ЭСР была выбрана температура 0.5 K, поскольку при этом компоненты дублета хо-
рошо различимы, а фазовый переход не влияет на форму спектра для частот выше
80 ГГц. Для целей данного исследования допустимым является перегрев образца СВЧ-
излучением до температуры 0.7 K, поскольку положение компонент дублета не зависит
от температуры в пределах 0.5 – 0.7 K (см. Рис. 4.1).

Исследование спинонного дублета в Cs2CuCl4 производилось при ориентации внеш-
него магнитного поля перпендикулярно плоскости треугольной решетки вдоль кристал-
лографической оси 𝑎, поскольку при такой ориентации вплоть до поля насыщения от-
сутствуют какие-либо фазовые переходы, и изменение структуры под действием внеш-
него поля сводится к плавной трансформации из плоской спирали в схлопывающийся
конус [7, 10,13].

В экспериментах применялся как цилиндрический резонатор, так и волноводный
переход с диафрагмой. Эволюция резонансных линий с изменением частоты показана
на Рис. 4.2 и Рис. 4.3.
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Рис. 4.2: Примеры резонансных ли-
ний в Cs2CuCl4, записанные при
�⃗�||𝑎 и 𝑇 = 0.5 K на разных часто-
тах с использованием волноводной
ячейки проходного типа с диафраг-
мой. Резонансная линия на частоте
245 ГГц была записана для образ-
ца массой 4.6 мг, остальные линии
– для образца массой 1.8 мг. Уве-
личение выделенного окружностью
участка резонансной кривой состав-
ляет ×6 по вертикали и ×3 по гори-
зонтали.
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Рис. 4.3: Примеры резонансных ли-
ний в Cs2CuCl4, записанные при
�⃗�||𝑎 и 𝑇 = 0.5 K на разных часто-
тах с использованием цилиндриче-
ского резонатора для образца мас-
сой 6 мг. Стрелками показано по-
ложение слабой резонансной моды
𝐵. Изрезанность линий на частотах
выше 170 ГГц обусловлена электро-
динамическими резонансами, воз-
никающими внутри образца вблизи
резонансного поля (см. текст).

ЭСР-линии, изображенные на Рис. 4.2, были получены с использованием волновод-
ной ячейки проходного типа с диафрагмой. Здесь резонансная линия на частоте 245 ГГц
была записана для образца массой 4.6 мг. Остальные линии были сняты для образца
массой 1.8 мг. На Рис. 4.3 представлены примеры полученных с помощью цилиндриче-
ского резонатора ЭСР-линий для образца массой 6 мг.

Записи линий на Рис. 4.2 показывают, что с увеличением магнитного поля низко-
полевая (высокочастотная) компонента дублета 𝐴′ постепенно теряет интенсивность по
отношению к интенсивности высокополевой (низкочастотной) компоненты 𝐴, и в по-
ле 𝐻𝑐𝑜𝑙 ≈ 4 T (на частоте 𝜈𝑐𝑜𝑙 ≈ 145 ГГц) дублет окончательно трансформируется в
одиночную линию ЭСР с частотой 𝜈0 согласно формуле
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Рис. 4.4: Верхний рисунок: Сдвиг ре-
зонансной частоты компонент 𝐴 и 𝐴′

дублета относительно частоты 𝜈0 пара-
магнитного резонанса в поле �⃗�||𝑎. Дан-
ные, отмеченные символом ⊕, соответ-
ствуют резонансу на частоте 35 ГГц в
спин-жидкостной фазе при 𝑇 = 1 K [10],
∘, O – при 𝑇 = 0.5 K. Сплошная ли-
ния – границы двухспинонного конти-
нуума на волновом векторе 𝑞𝐷 (см. п.
2.1, 5.2). Нижний рисунок: Зависимость
отношения амплитуд компонент дубле-
та 𝑈𝐴′/𝑈𝐴 от резонансного поля компо-
ненты 𝐴.
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Рис. 4.5: Спектр ЭСР в
Cs2CuCl4 при 𝑇 = 0.5 K,
поле вдоль оси 𝑎. Данные на
графике, отмеченные сим-
волами △, ♦, �, получены
при помощи волноводного
перехода с диафрагмой, O, ∘,
� – при помощи цилиндриче-
ского резонатора. Сплошная
линия синего цвета – спектр
парамагнитного резонанса
на ларморовской частоте 𝜈0
(см. формулу (4.1)), сплошная
линия черного цвета – спектр
моды 𝐵 (см. формулу (5.8)).

2𝜋~𝜈0 = 𝑔𝑎𝜇𝐵𝐻0 (4.1)

где 𝑔𝑎 = 2.20 – 𝑔-фактор вдоль оси 𝑎. При дальнейшем увеличении магнитного по-
ля одиночная резонансная линия продолжает существовать как ниже поля насыщения
𝐻𝑎

𝑠𝑎𝑡 = 8.44 T [13] в разупорядоченном состоянии, так и выше него в состоянии фер-
ромагнитного упорядочения. Кроме того, в магнитных полях выше 8 T имеется зна-
чительно более слабая ЭСР-линия, обозначенная на Рис. 4.2 и Рис. 4.3 как мода 𝐵.
Отношение интегральной интенсивности 𝐼𝐵 моды 𝐵 к интенсивности 𝐼0 резонансной

моды, наблюдаемой в поле 𝐻0, составляет
𝐼𝐵
𝐼0

∼ 1.5%. Существование этой моды объяс-

няется теорией (см. п. 5.2). Итоговая частотно-полевая зависимость всех резонансных
мод при �⃗�||𝑎 и 𝑇 = 0.5 K показана на Рис. 4.5.

Коллапс дублета с увеличением поля наглядно проиллюстрирован на Рис. 4.4. На
верхнем рисунке представлена зависимость сдвига резонансной частоты компонент 𝐴
и 𝐴′ дублета относительно частоты 𝜈0 от внешнего магнитного поля, на нижнем – за-
висимость отношения амплитуды 𝑈𝐴′ компоненты 𝐴′ к амплитуде 𝑈𝐴 компоненты 𝐴 от
резонансного поля компоненты 𝐴. Экспериментальные данные охватывают диапазон
частот 80− 200 ГГц.

Поглощаемая мощность СВЧ-излучения в цилиндрическом резонаторе пропорцио-
нальна мнимой части обобщенной восприимчивости 𝜒′′ образца, а в волноводной ячей-
ке – линейной комбинации ее действительной 𝜒′ и мнимой 𝜒′′ части (см. п. 1.4). Форму
резонансной линии, получаемой с помощью волноводного перехода с диафрагмой, мож-
но проконтролировать, если разогреть исследуемый образец Cs2CuCl4 до температуры
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Рис. 4.6: Примеры резонанс-
ных линий в Cs2CuCl4, запи-
санные при �⃗�||𝑎 и 𝑇 = 30 K на
частотах 74−145 ГГц с исполь-
зованием волноводного перехо-
да с диафрагмой для образца
массой 1.8 мг.

выше 10 K, при которой он находится в парамагнитном состоянии, поскольку тогда
мнимая часть 𝜒′′ обобщенной восприимчивости является лоренцевой функцией, а дей-
ствительная часть 𝜒′ – функцией дисперсии [55]:

𝜒′′(𝐻) =
𝐶

1 +
(︁𝐻 −𝐻0

△𝐻1/2

)︁2 (4.2)

𝜒′(𝐻) =
𝐻 −𝐻0

△𝐻1/2

· 𝐶

1 +
(︁𝐻 −𝐻0

△𝐻1/2

)︁2 (4.3)

где 𝐻 – внешнее магнитное поле, 𝐻0 – резонансное магнитное поле, соответствующее
частоте 𝜈0 СВЧ-излучения согласно формуле (4.1), △𝐻1/2 – полуширина на полувысоте
кривой 𝜒′′(𝐻), 𝐶 – постоянная, определяющая интенсивность поглощения. Если при
температурах выше 10 K форма линии имеет правильную лоренцеву форму, то ЭСР-
линия, записанная при низкой температуре, выражает истинную зависимость 𝜒′′(𝐻).
Если же при этом линия не имеет лоренцевского вида, то и полученная при низкой
температуре линия должна рассматриваться, как искаженная.

Мы изучили магнитный резонанс в образце Cs2CuCl4 массой 1.8 мг при 𝑇 = 30 K и
�⃗�||𝑎 с использованием волноводной ячейки и выяснили, что форма резонансной линии
в самом деле определяется как мнимой 𝜒′, так и действительной 𝜒′′ частью обобщенной
восприимчивости образца. Записи линий продемонстрированы на Рис. 4.6, из которого
следует, что на частотах 74 ГГц, 76.1 ГГц, 145.1 ГГц форма линии получается неис-
каженной. Для остальных частот, отмеченных на этом рисунке, линии искажены, что
вносит дополнительную ошибку в определении резонансного поля в пределах полуши-
рины резонансной линии.
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Рис. 4.7: Температурная эволюция
резонансной линии в Cs2CuCl4 при
�⃗�||𝑎 на частоте 142 ГГц, снятая для
образца массой 6 мг.

Необходимо отметить, что для образцов с характерными размерами ∼ 2 мм (мас-
сой 5− 6 мг) записи резонансных линий на частотах выше 150 ГГц получались сильно
искаженными (изрезанными) (смотреть верхнюю кривую, снятую на частоте 245 ГГц,
на Рис. 4.2 и кривые, записанные на частотах 181 ГГц, 202 ГГц, 220 ГГц, 248 ГГц,
на Рис. 4.3). Изрезанность линий объясняется появлением дополнительных паразит-
ных резонансов в окрестности резонансного поля 𝐻0 образца, где действительная 𝜒′

и мнимая 𝜒′′ части обобщенной восприимчивости значительно изменяются. Большие
значения восприимчивости 𝜒′ приводят к электродинамическим резонансам внутри ис-
следуемого диэлектрического магнетика при определенных значениях внешнего маг-
нитного поля, когда половина длины волны 𝜆 внутри образца становится сравнимой с
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Рис. 4.8: Примеры резонанс-
ных линий в Cs2CuCl4, запи-
санные при �⃗�||𝑏 и 𝑇 = 0.5 K
на разных частотах с исполь-
зованием волноводной ячейки
проходного типа с диафрагмой
для образца массой 1.8 мг. На
двух нижних кривых имеется
метка ДФПГ (DPPH).
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Рис. 4.9: Примеры резонанс-
ных линий в Cs2CuCl4, запи-
санные при �⃗�||𝑏 и 𝑇 = 0.5 K
на разных частотах с исполь-
зованием волноводной ячейки
проходного типа с диафрагмой
для образца массой 14 мг.

его характерным размером 𝑑 или кратна ему:

𝑑 ∼ 𝑛
𝜆

2
, 𝑛 = 1, 2, 3, ...; 𝜆 =

𝑐

𝜈
√
𝜀𝜇

, 𝜀 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜇 = 1 + 4𝜋𝜒′ (4.4)

Для обычного парамагнетика восприимчивость 𝜒′ отрицательна в полях 𝐻, меньших
резонансного поля 𝐻0, положительна в полях 𝐻, больших резонансного поля 𝐻0, и при-
нимает максимальное значение в поле 𝐻 = 𝐻0 +

1
2
△𝐻1/2. В диапазоне полей 𝐻0 < 𝐻 <

𝐻0 +
1
2
△𝐻1/2 восприимчивость 𝜒′ монотонно возрастает от нуля, а в диапазоне полей

𝐻 > 𝐻0 +
1
2
△𝐻1/2 – монотонно спадает к нулю. Таким образом, на высоких частотах,

где длина волны сравнима с размерами образца, несколько электродинамических резо-
нансов может возникать в интервале полей, где 𝜒′ увеличивается, и те же резонансы
снова появляются в интервале полей, где 𝜒′ уменьшается. Поэтому следует ожидать,
что электродинамические резонансы будут наблюдаться преимущественно на правом
”крыле” резонансной кривой. Чтобы исключить влияние паразитных резонансов, раз-
меры образца необходимо подбирать значительно меньшими половины длины волны.

Для изучения слабой моды 𝐵 использовались большие образцы размером ∼ 2 мм
(с массами 4.6 и 6 мг). Для исследования интенсивной линии, наблюдаемой в поле 𝐻0,
брался малый образец размером ∼ 0.5 мм (массой 1.8 мг), поскольку большие образцы,
как правило, давали сильно искаженную интенсивную линию. ЭСР-линии, полученные
для большого образца и представленные на Рис. 4.3, изрезаны для интенсивной линии,
однако позволяли наблюдать слабую линию 𝐵.

Таким образом, проделывая манипуляции с размерами образца, нам удалось из-
бавиться от дополнительных электродинамических резонансов для интенсивной моды
на частотах ниже 250 ГГц. Линии, принадлежащие диапазону частот 250 − 350 ГГц,
как правило, все равно получались сильно искаженными вблизи резонансного поля 𝐻0,
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Hsat = 8.89 T Рис. 4.10: Спектр ЭСР в
Cs2CuCl4 при ориентации поля
вдоль оси 𝑏. Символы � –
экспериментальные данные
при 𝑇 = 0.5 K (ИФП им.
П. Л. Капицы РАН), ∘ – при
𝑇 = 1.5 K (Dresden High
Magnetic Field Laboratory
(HLD)). Сплошная тонкая
линия синего цвета – спектр
щелевой моды (см. формулу
(4.5)), сплошная линия чер-
ного цвета – спектр моды 𝐵
(см. формулу (5.8)). Символы
O – зависимость полуширины
резонансной линии моды 𝐵 от
резонансного поля. Сплошная
толстая линия синего цвета
– произвольная подгоночная
кривая по экспериментальным
точкам.

поэтому положение этого резонанса определялось с большой погрешностью в пределах
изрезанности линии.

На Рис. 4.7 представлены резонансные линии на частоте 142 ГГц, полученные с по-
мощью цилиндрического резонатора для образца массой в 6 мг при различных темпера-
турах. Эти записи линий демонстрируют отсутствие пилообразных искажений, связан-
ных с электродинамическими резонансами внутри образца, как для интенсивной, так и
для слабой моды. Как видно из температурной эволюции, слабо выраженная компонен-
та 𝐴′ дублета и мода 𝐵 теряют свою интенсивность с повышением температуры, и при
𝑇 = 1 K наблюдаются только линия магнитного резонанса в поле 𝐻0 и едва различимая
широкая резонансная линия в сильных полях, соответствующая моде 𝐵.
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Рис. 4.11: Температурная эво-
люция моды 𝐵 в Cs2CuCl4 на
частоте 197 ГГц при �⃗�||𝑏, по-
лученная в волноводной ячей-
ке для образца массой 14 мг.
Сплошные линии красного цве-
та – подгонки эксперименталь-
ных данных лоренцевой функ-
цией, задающейся формулами
(1.12) и (1.17).
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4.3 Магнитное поле вдоль оси 𝑏

В работе [10] было выяснено, что при �⃗�||𝑏 в слабых полях в спин-жидкостной фазе
(при температурах, больших температуры упорядочения 0.62 K и меньших темпера-
туры Кюри-Вейсса 4 K) имеется только одиночная резонансная линия, смещенная от
парамагнитного резонанса в область меньших полей, – щелевая мода 𝐴, резонансная
частота 𝜈𝐴 которой выражается по формуле

2𝜋~𝜈𝐴 =

√︁
(𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻)2 +△2 (4.5)

где 𝑔𝑏 = 2.08 – 𝑔-фактор вдоль оси 𝑏, △ – щель. Величина щели △ зависит от тем-
пературы (монотонно растет с понижением температуры) и при 𝑇 = 0 K принимает
значение △ =

𝜋

2

√︀
𝐷2

𝑎 +𝐷2
𝑐 (см. п. 3.2). При �⃗�||𝑏 в спиральной фазе (при температурах,

меньших температуры упорядочения 0.62 K) на частотах ниже 40 ГГц наблюдается
антиферромагнитный резонанс, соответствующий планарному антиферромагнетику с
двухосной анизотропией, а на частотах выше 80 ГГц – одиночный спинонный резонанс
с частотой, близкой к частоте 𝜈0 парамагнитного резонанса, определяемой по формуле

2𝜋~𝜈0 = 𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻0 (4.6)

где в области частот от 40 до 80 ГГц отмечается плавный переход между двумя типами
ЭСР – ”кроссовер” от спин-волнового спектра к спинонному. Таким образом, аналогич-
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Рис. 4.12: Верхний рисунок: За-
висимость сдвига резонансного
поля 𝐻 моды 𝐵 относительно
поля 𝐻𝐵0 от температуры
на частоте 197 ГГц при �⃗�||𝑏
(𝐻𝐵0 = 𝐻(𝑇 = 0.5 K) = 11 T).
Сплошная линия красного цве-
та – теоретический расчет
по формуле (5.12). Ниж-
ний рисунок: Температурная
зависимость интегральной
интенсивности (символы O)
и полуширины резонансной
линии (символы �) моды
𝐵 на частоте 197 ГГц при
�⃗�||𝑏. Пунктирные кривые
красного и черного цвета –
произвольные подгоночные
кривые по соответствующим
экспериментальным точкам.
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Рис. 4.13: Примеры резонансных ли-
ний моды 𝐵 в Cs2CuCl4, записан-
ные при �⃗�||𝑏 и 𝑇 = 0.6 K на раз-
ных частотах с использованием вол-
новодной ячейки проходного типа с
диафрагмой. Сплошные линии крас-
ного цвета – подгонки эксперимен-
тальных данных лоренцевой функ-
цией, задающейся формулами (1.12)
и (1.17).

но случаям �⃗�||𝑎, 𝑐, при �⃗�||𝑏 в Cs2CuCl4 как в упорядоченной, так и в разупорядоченной
фазе в ЭСР-экспериментах на частотах выше 80 ГГц ожидается одиночный спинонный
резонанс на частоте 𝜈0.

Мы исследовали магнитный резонанс в Cs2CuCl4 в сильных полях при 𝑇 = 0.5 K.
Эксперименты были проведены с использованием волноводной ячейки. Эволюция резо-
нансных линий с увеличением частоты изображена на Рис. 4.8 и Рис. 4.9. ЭСР-линии,
продемонстрированные на Рис. 4.8, были получены для образца массой 1.8 мг. Пред-
ставленные на Рис. 4.9 примеры резонансных линий были записаны для образца массой
14 мг.

Из Рис. 4.8 и Рис. 4.9 следует, что резонансная мода, наблюдаемая в поле 𝐻0, суще-
ствует во всем диапазоне магнитных полей как ниже поля насыщения 𝐻𝑏

𝑠𝑎𝑡 = 8.89 T [13],
так и выше него. Помимо этого, в полях больше 8 T имеется слабая резонансная ли-
ния, аналогичная моде 𝐵 для случая �⃗�||𝑎, которую мы тоже обозначаем, как мода 𝐵.
Частотно-полевая зависимость резонансных мод при �⃗�||𝑏 и 𝑇 = 0.5 K представлена
на Рис. 4.10.

Как показывают ЭСР-эксперименты, для малого образца массой 1.8 мг и размером
∼ 0.5 мм резонансные линии получаются изрезанными на частотах выше 150 ГГц (см.
Рис. 4.8), а для образца массой 14 мг и размером ∼ 2 мм – на частотах выше 120 ГГц
(см. Рис. 4.9).

Кроме того, была детально изучена температурная и полевая эволюция моды 𝐵.
Использовалась ориентация внешнего магнитного поля вдоль оси 𝑏, поскольку для этой
ориентации теоретическая интерпретация имеет наибольшую точность применительно
к Cs2CuCl4 (см. п. 5.2, 5.3). Измерения проводились для образца массой 14 мг.

Исследование температурной эволюции производилось на частоте 197 ГГц. На Рис. 4.11
приведены примеры резонансных линий моды 𝐵 на частоте 197 ГГц при различных
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температурах. Как видно из рисунка, резонансная линия моды 𝐵 с увеличением тем-
пературы уширяется, а резонансное поле 𝐻 – смещается в область меньших полей, что
свидетельствует о взаимном отталкивании термически активированных магнонов. На
верхнем Рис. 4.12 показана зависимость сдвига резонансного поля 𝐻 моды 𝐵 относи-
тельно поля 𝐻𝐵0 от температуры, где поле 𝐻𝐵0 соответствует резонансному полю моды
𝐵 при 𝑇 = 0.5 K и равно 11 T. На нижнем Рис. 4.12 представлены температурные
зависимости полуширины резонансной линии и интегральной интенсивности моды 𝐵.

На Рис. 4.13 показаны записанные на разных частотах ЭСР-линии моды 𝐵 при
𝑇 = 0.6 K, демонстрирующие полевую эволюцию формы резонансной линии. Была
определена зависимость полуширины резонансной линии моды 𝐵 от резонансного поля.
Она помещена на Рис. 4.10. Таким образом, исчезновение моды 𝐵 при переходе через
поле насыщения 𝐻𝑏

𝑠𝑎𝑡 = 8.89 T сопровождается сильным уширением резонансной линии.
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5 Интерпретация и сравнение с теорией

1δ

2δ3δ

J’

J

b

c

a

Рис. 5.1: Структура обменных связей в
Cs2CuCl4 в плоскости 𝑏𝑐. Сплошной и пунк-
тирной линией обозначены обмены 𝐽 и 𝐽 ′ со-
ответственно. Вектора 𝛿1−3 – вектора транс-
ляции обменной структуры.

В кристаллах Cs2CuCl4 система магнитных ионов 𝐶𝑢2+, обладающих электронным
спином 𝑆 = 1

2
и взаимодействующих друг с другом антиферромагнитным образом,

расположена в плоскостях 𝑏𝑐 с искаженной треугольной решеткой. Обменное взаимо-
действие соседних ионов 𝐶𝑢2+ в 𝑏𝑐-плоскостях значительно сильнее обменного взаи-
модействия ионов 𝐶𝑢2+, принадлежащих соседним 𝑏𝑐-плоскостям, поэтому Cs2CuCl4
является квазидвумерным антиферромагнетиком (см. Рис. 3.1 и Рис. 3.2).

Симметрийный анализ кристаллической структуры Cs2CuCl4 показывает [51], что
имеется шесть различных векторов Дзялошинского-Мории �⃗�1,2 и �⃗�′

1−4 в плоскости 𝑏𝑐,
характеризующих взаимодействие Дзялошинского-Мории между спинами:
�⃗�1,2 = (𝐷𝑎, 0, (−1)𝑖𝑐𝐷𝑐), �⃗�′

1,2 = (𝐷′
𝑎, (−1)𝑖𝑐𝐷′

𝑏, (−1)𝑖𝑐𝐷′
𝑐), �⃗�′

3,4 = (−𝐷′
𝑎, (−1)𝑖𝑐𝐷′

𝑏,−(−1)𝑖𝑐𝐷′
𝑐),

где 𝑖𝑐 – номер 𝑏-цепочки вдоль оси 𝑐. Эти вектора схематически показаны на Рис. 3.2.
Вектора �⃗�1,2 имеют ненулевые 𝑎- и 𝑐-компоненты 𝐷𝑎 и 𝐷𝑐, а для векторов �⃗�′

1−4 ни одна
из 𝑎-, 𝑏-, 𝑐-компонент 𝐷′

𝑎,𝑏,𝑐 не равна нулю.
Модельный гамильтониан магнитной системы 𝑏𝑐-слоя в Cs2CuCl4 во внешнем маг-

нитном поле �⃗� имеет следующий вид [14]:

ℋ̂ =
∑︁
𝑖

{𝐽( ^⃗𝑆𝑖 ·
^⃗
𝑆𝑖+𝛿1) + 𝐽 ′(

^⃗
𝑆𝑖 ·

^⃗
𝑆𝑖+𝛿2 +

^⃗
𝑆𝑖 ·

^⃗
𝑆𝑖+𝛿3) + (�⃗�1,2 · [

^⃗
𝑆𝑖 ×

^⃗
𝑆𝑖+𝛿1 ]) +

+(�⃗�′
1,2 · [

^⃗
𝑆𝑖 ×

^⃗
𝑆𝑖+𝛿2 ]) + (�⃗�′

3,4 · [
^⃗
𝑆𝑖 ×

^⃗
𝑆𝑖+𝛿3 ])− 𝑔𝜇𝐵(�⃗� · ^⃗𝑆𝑖)} (5.1)

где 𝑖 – номер спина в 𝑏𝑐-плоскости, вектора 𝛿1 = (0, 𝑏, 0), 𝛿2,3 =
(︁
0,± 𝑏

2
,
𝑐

2

)︁
(см. Рис. 5.1),

𝐽 – обменный интеграл для спинов в цепочках, направленных вдоль оси 𝑏, 𝐽 ′ – обменный
интеграл для спинов, расположенных на диагоналях в соседних цепочках, �⃗�1,2, �⃗�′

1−4 –
вектора Дзялошинского-Мории.

Главные обменные интегралы 𝐽 и 𝐽 ′, межплоскостной обменный интеграл 𝐽 ′′, а
также значение компоненты 𝐷′

𝑎 векторов �⃗�′
1−4 были получены из экспериментов по

неупругому рассеянию нейтронов в насыщенной фазе [49]: 𝐽 ≈ 4.34 ± 0.06 K, 𝐽 ′ ≈
1.48±0.06 K, 𝐽 ′′ ≈ 0.22 K, 𝐷′

𝑎 ≈ 0.24 K. Значения компонент 𝐷𝑎 и 𝐷𝑐 векторов �⃗�1,2 были
определены как из анализа спектров ЭСР при низких температурах [9,10] – 𝐷𝑎 ≈ 0.34 K,
𝐷𝑐 ≈ 0.46 K, так и из исследования полуширины резонансной линии ЭСР при высоких
температурах [54] – 𝐷𝑎 ≈ 0.33 K, 𝐷𝑐 ≈ 0.36 K (см. п. 3.2).

В настоящей работе предлагается еще один подход к определению величин главных
обменных интегралов 𝐽 , 𝐽 ′ методом ЭСР. Дополнительно производится оценка значения
компоненты 𝐷′

𝑏 векторов �⃗�′
1−4 (см. п. 5.2).

5.1 Исчезновение спинонного дублета

В Cs2CuCl4 фрустрация обменных связей 𝐽 ′ при температурах ниже температуры
Кюри-Вейсса 𝑇𝐶𝑊 = 4 K приводит к эффективной расцепленности спиновых цепочек,
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направленных вдоль оси 𝑏, поэтому магнитные свойства Cs2CuCl4 при низких темпе-
ратурах в значительной степени определяются свойствами изолированных спиновых
цепочек. Это подтверждается тем, что в экспериментах по неупругому рассеянию ней-
тронов [6–8] наблюдается континуум элементарных возбуждений, весьма схожий с двух-
спинонным континуумом для гейзенберговской цепочки. Этот континуум удается тео-
ретически описать в рамках модели искаженной треугольной решетки на основе пред-
ставления о связанных спинонах в слабо взаимодействующих соседних цепочках [50].

Особенностью магнитной структуры Cs2CuCl4 является наличие однородного вза-
имодействия Дзялошинского-Мории между спинами в 𝑏-цепочках (с векторами �⃗�1,2;
см. Рис. 5.1). Существование этого взаимодействия подтверждается исследованиями
Cs2CuCl4 методом ЭСР в слабых полях [9, 10, 18]. Спектры ЭСР, угловые зависимо-
сти резонансного поля и поляризационная зависимость поглощения в нулевом поле
находятся в согласии с интерпретацией в рамках теоретической модели изолированной
гейзенберговской цепочки с однородным взаимодействием Дзялошинского-Мории.

Из теоретического анализа [34] следует, что однородное взаимодействие Дзялошинского-
Мории с вектором �⃗� в изолированной гейзенберговской цепочке с периодом 𝑎 и обме-
ном 𝐽 слабо модифицирует двухспинонный континуум возбуждений, смещая спектр

на малый волновой вектор 𝑘𝐷 =
𝐷

𝑎𝐽
. Как следствие, при �⃗�||�⃗� в ЭСР-экспериментах

появляется дублетная линия с резонансными частотами, отстоящими от ларморовской

частоты на величину ±𝐷

4~
, а при �⃗� ⊥ �⃗� – щелевая мода со щелью △ =

𝜋𝐷

2
(см. п. 2.1).

В Cs2CuCl4 в экспериментах по магнитному резонансу спинонный дублет наблю-
дается при ориентации поля вдоль осей 𝑎, 𝑐 как в спин-жидкостной фазе, так и в
упорядоченной фазе на частотах выше 80 ГГц (см. п. 3.2). В настоящей работе мы
провели исследование эволюции дублета при �⃗�||𝑎 с увеличением поля вплоть до поля
ферромагнитного насыщения.

Согласно анзатцу Мюллера [27], с увеличением внешнего поля происходит посте-
пенное схлопывание ширины двухспинонного континуума гейзенберговской цепочки на

волновом векторе 𝑘𝐷 =
𝐷

𝑎𝐽
, которая полностью коллапсирует в поле ферромагнитного

насыщения. Таким образом, следует ожидать, что дублет исчезнет по крайней мере в
поле насыщения. На верхнем Рис. 4.4 сплошной линией синего цвета показан расчетный
спектр ЭСР в дублетной ориентации поля �⃗�||�⃗� для гейзенберговской цепочки с обмен-
ным интегралом 𝐽 = 4.35 K и однородным взаимодействием Дзялошинского-Мории с
вектором �⃗� таким, что |�⃗�| = 𝐷𝑎 = 0.34 K. Следует отметить, что поле насыщения
𝐻𝑠𝑎𝑡 = 6.3 T для изолированной гейзенберговской цепочки отличается от поля насыще-
ния 𝐻𝑎

𝑠𝑎𝑡 = 8.44 T для Cs2CuCl4 при �⃗�||𝑎.
Однако, существование континуума возбуждений в Cs2CuCl4 и соответствующего

ему спинонного дублета в слабых полях есть следствие фрустрации обменных связей
𝐽 ′, которая приводит к эффективному развязыванию 𝑏-цепочек. Так как с увеличением
внешнего поля антиферромагнитные спин-спиновые корреляции сменяются ферромаг-
нитными, то фрустрация связей 𝐽 ′ пропадает, в результате чего взаимодействие между
𝑏-цепочками в Cs2CuCl4 восстанавливается. Таким образом, концепция слабо связанных
спиновых цепочек в Cs2CuCl4 становится неприменимой в сильных полях, поэтому при
возрастании внешнего поля одномерный характер спиновых возбуждений должен сме-
няться двумерным, а спинонный дублет – перестраиваться в одиночную резонансную
линию, наблюдаемую на ларморовской частоте.

Мы обнаружили, что дублет коллапсирует в поле 𝐻𝑐𝑜𝑙 ≈ 0.5𝐻𝑎
𝑠𝑎𝑡 ≈ 4.2 T, что зна-

чительно меньше поля насыщения 𝐻𝑠𝑎𝑡 = 6.3 T для изолированной гейзенберговской
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цепочки. Несколько более раннее исчезновение дублета при увеличении поля можно,
по-видимому, объяснить исчезновением фрустрации связей 𝐽 ′ в Cs2CuCl4 в сильных
полях.

Более того, пропадание высокочастотной компоненты 𝐴′ спинонного дублета согла-
суется с теоретическим исследованием спектральной плотности двухспинонного кон-
тинуума гейзенберговской цепочки в магнитном поле [56], из которого следует, что
интенсивность элементарных возбуждений вблизи верхней границы континуума, соот-
ветствующего поперечным возбуждениям, по отношению к интенсивности возбуждений
вблизи нижней границы уменьшается с увеличением внешнего поля.

5.2 Спектр ЭСР в Cs2CuCl4 в полях, больших поля насыщения

Спектры ЭСР, полученные в Cs2CuCl4 при �⃗�||𝑎, 𝑏 в спин-коррелированной фазе (при
𝑇 = 0.5 K для �⃗�||𝑎, см. Рис. 4.5; при 𝑇 = 0.5 K и 𝑇 = 1.5 K для �⃗�||𝑏, см. Рис. 4.10)
показывают, что в поле �⃗�0, большем поля насыщения, наблюдаются две резонансные
моды: интенсивная резонансная линия на частоте 𝜈0

2𝜋~𝜈0 = 𝑔𝑎,𝑏𝜇𝐵𝐻0 (5.2)

и слабая резонансная мода 𝐵 на частоте 𝜈𝐵

2𝜋~𝜈𝐵 = 𝑔𝑎,𝑏𝜇𝐵𝐻0 −△𝐵 (5.3)

где величина △𝐵 не зависит от ориентации внешнего магнитного поля в пределах по-
грешности измерений и равна △𝐵 = 119± 2 ГГц. Отношение интенсивности 𝐼𝐵 моды 𝐵

к интенсивности 𝐼0 резонансной моды на частоте 𝜈0 составляет
𝐼𝐵
𝐼0

∼ 1.5%.

Появление слабой моды 𝐵 в полях, больших поля насыщения, подтверждается тео-
ретическим исследованием Cs2CuCl4, проведенным М. Е. Житомирским с использова-
нием спин-волновой теории и представленным в дополнительном материале [57] рабо-
ты [14] (см. приложение данной работы). Так как в ферромагнитно упорядоченной фазе
квантовые флуктуации полностью подавлены, то спиновую динамику удается описать
в рамках магнонных возбуждений, спектр которых определяется при помощи гармони-
ческой спин-волновой теории.

Согласно теоретическим выводам [57], частотно-полевая зависимость моды 𝐵 для
поля �⃗�0, направленного вдоль оси 𝑏, выражается формулой

2𝜋~𝜈𝐵 = 𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻0 − 4
√︁

(𝐽 ′)2 + (𝐷′
𝑏)

2 (5.4)

а для поля �⃗�0, направленного вдоль осей 𝑎, 𝑐 – формулами

2𝜋~𝜈𝐵 = 𝑔𝑎,𝑐𝜇𝐵𝐻0 − 4𝐽 ′ +𝑂
(︁(𝐷′

𝑏)
2

𝐽 ′

)︁
(5.5)

Теоретические выкладки показывают [57], что наблюдаемая методом ЭСР резонансная
мода 𝐵 возникает благодаря взаимодействию Дзялошинского-Мории на диагональных
связях с векторами �⃗�′

1−4 при наличии ненулевой компоненты 𝐷′
𝑏 (см. Рис. 3.2), причем

энергия возбуждения моды 𝐵 совпадает с энергией возбуждения магнитной системы

Cs2CuCl4 на границе ”обменной” зоны Бриллюэна с точностью до 𝑂
(︁(𝐷′

𝑏)
2

𝐽 ′

)︁
. Так как

период реальной кристаллической структуры Cs2CuCl4 вдоль оси 𝑐 больше периода
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Рис. 5.2: Спектр магнонных возбуждений в
Cs2CuCl4 в насыщенной фазе с волновым век-
тором �⃗�, направленным вдоль оси 𝑐. Сплош-
ная линия синего цвета – спектр возбужде-
ний в обменном приближении, пунктирная ли-
ния красного цвета – спектр возбуждений для
сложенной зоны Бриллюэна. Стрелками 𝐴 и
𝐵 обозначены наблюдаемые в экспериментах
ЭСР-переходы.

структуры обменных связей в два раза, то зона Бриллюэна для магнитной структуры
Cs2CuCl4 представляет собой вдвое сложенную вдоль оси 𝑐 зону Бриллюэна для обмен-
ной структуры (см. Рис. 3.2). Поэтому становится возможным дополнительное спиновое
возбуждение на нулевом волновом векторе, соответствующее возбуждению магнитной
системы на границе ”обменной” зоны Бриллюэна (см. Рис. 5.2).

Отношение интенсивности 𝐼𝐵 моды 𝐵 к интенсивности 𝐼0 резонансной моды на ча-
стоте 𝜈0 определяется формулой [57]

𝐼𝐵
𝐼0

≈
(︁𝐷′

𝑏

2𝐽 ′

)︁2
(5.6)

Используя значение обменного интеграла 𝐽 ′ ≈ 1.48 K, полученное методом неупругого
рассеяния нейтронов группой Теннанта и Колди в работе [49], и оценку отношения
𝐼𝐵
𝐼0

∼ 1.5%, находим величину компоненты 𝐷′
𝑏: 𝐷′

𝑏 ≈ 2𝐽 ′
√︂

𝐼𝐵
𝐼0

, 𝐷′
𝑏 ≈ 0.08𝐽 ≈ 0.36 K.

Раскладывая формулу (5.4) в ряд Тейлора по малому параметру 𝐷′
𝑏, имеем:

2𝜋~𝜈𝐵 = 𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻0− 4
√︁
(𝐽 ′)2 + (𝐷′

𝑏)
2 ≈ 𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻0− 4𝐽 ′

(︁
1+

1

2

(︁𝐷′
𝑏

𝐽 ′

)︁2)︁
,

1

2

(︁𝐷′
𝑏

𝐽 ′

)︁2
∼ 3% (5.7)

Отсюда следует, что вклад 𝐷′
𝑏 в частотно-полевую зависимость моды 𝐵 мал, и поэтому

сдвиг резонансной частоты 𝜈𝐵 моды 𝐵 относительно ларморовской частоты 𝜈0 прак-
тически изотропен по отношению к направлению внешнего магнитного поля, с чем со-
гласуются экспериментальные данные. Таким образом, спектр ЭСР слабой моды 𝐵 для
поля �⃗�0, направленного вдоль трех кристаллографических осей 𝑎, 𝑏, 𝑐, можно выразить
формулами

2𝜋~𝜈𝐵 ≈ 𝑔𝑎,𝑏,𝑐𝜇𝐵𝐻0 − 4𝐽 ′ (5.8)

Из формул (5.3) и (5.8) независимым образом определяем величину диагонального об-

менного интеграла 𝐽 ′: 𝐽 ′ ≈
△𝐵

4
, 𝐽 ′ = 1.43± 0.07 K.

Поля насыщения 𝐻𝑏,𝑎,𝑐
𝑠𝑎𝑡 при ориентации внешнего магнитного поля вдоль осей 𝑏, 𝑎,

𝑐 определяются следующими формулами [57]:

𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻
𝑏
𝑠𝑎𝑡 = 2𝐽

(︁
1 +

𝐽 ′

2𝐽

)︁2
+

(𝐷′
𝑏)

2

2𝐽
(5.9)

𝑔𝑎,𝑐𝜇𝐵𝐻
𝑎,𝑐
𝑠𝑎𝑡 = 2𝐽

(︁
1 +

𝐽 ′

2𝐽

)︁2
+𝑂

(︁(𝐷′
𝑏)

2

𝐽

)︁
(5.10)

41



Так как величина
(︁𝐷′

𝑏

2𝐽

)︁2
∼ 1%, то вкладом 𝐷′

𝑏 в формулы (5.9) и (5.10) можно прене-

бречь и записать следующие выражения для полей насыщения 𝐻𝑎,𝑏,𝑐
𝑠𝑎𝑡 :

𝑔𝑎,𝑏,𝑐𝜇𝐵𝐻
𝑎,𝑏,𝑐
𝑠𝑎𝑡 ≈ 2𝐽

(︁
1 +

𝐽 ′

2𝐽

)︁2
(5.11)

Поле насыщения вдоль оси 𝑏 находим из полевой зависимости ширины резонансной
моды 𝐵. С уменьшением внешнего магнитного поля резонансная линия моды 𝐵 значи-
тельно уширяется, что свидетельствует о переходе через поле насыщения (см. Рис. 4.10).
Таким образом, получаем 𝐻𝑏

𝑠𝑎𝑡 = 8.9± 0.1 T, что совпадает с известным значением для
поля насыщения вдоль оси 𝑏 𝐻𝑏

𝑠𝑎𝑡 = 8.89 T, измеренным по зависимости намагниченно-
сти от поля группой Токивы в работе [13]. Используя найденное выше значение диаго-
нального обменного интеграла 𝐽 ′ ≈ 1.43 K, определяем величину главного обменного

интеграла 𝐽 из формулы (5.11): 𝐽 ≈
(︁𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻

𝑏
𝑠𝑎𝑡

4
− 𝐽 ′

2

)︁(︃
1 +

⎯⎸⎸⎷1− (𝐽 ′)2(︁
𝑔𝑏𝜇𝐵𝐻

𝑏
𝑠𝑎𝑡/2− 𝐽 ′

)︁2
)︃

,

𝐽 = 4.7± 0.2 K.
Итак, установленные в данной работе значения обменных интегралов 𝐽 и 𝐽 ′ нахо-

дятся в согласии со значениями, полученными в работе [49], в пределах погрешности
измерений.

Как показывают записи ЭСР-линий на Рис. 4.11, при нагревании образца резонанс-
ное поле моды 𝐵 сдвигается в область слабых полей, что означает возрастание собствен-
ной частоты магнонов при термическом возбуждении дополнительных магнонов. Это
наблюдение объясняется тем, что при увеличении в магнитной системе концентрации
магнонов, осуществляющемся подогревом образца, возникает положительная добавка
к энергии магнонов, связанная с их отталкиванием друг от друга: чем больше кон-
центрация магнонов в системе, тем больше энергия отталкивающего взаимодействия, а
значит, и энергия их резонансного возбуждения. Отталкивание магнонов легко понять,
если заметить, что в ферромагнитно поляризованной магнитной системе двум перевер-
нутым спинам невыгодно находиться в соседних позициях, поскольку взаимодействие
между спинами является антиферромагнитным.

В ЭСР-экспериментах мода 𝐵 практически полностью исчезает при разогревании
образца до температуры 𝑇 = 2 K (при этом резонансная линия моды 𝐵 сильно уши-
ряется; см. Рис. 4.11). Это связано с тем, что резонансная частота моды 𝐵 определяет-
ся энергией магнонных возбуждений на волновом векторе �⃗�, направленном вдоль оси
𝑐, дисперсия которых обеспечивается диагональными обменными связями с обменом
𝐽 ′ ≈ 1.45 K. Поэтому магнонные возбуждения, соответствующие резонансной моде 𝐵,
должны пропадать при температуре 𝑇 ∼ 𝐽 ′ ∼ 2 K, что подтверждается эксперимен-
тальными данными.

Кроме того, М. Е. Житомирским была вычислена температурно-зависимая поправ-
ка к спектру магнонных возбуждений в насыщенной ферромагнитной фазе для Cs2CuCl4
в обменном приближении при помощи ангармонической спин-волновой теории (см. при-
ложение данной работы). Поправка 𝛿𝐸(𝑇 ) к энергии магнонных возбуждений, соответ-
ствующих моде 𝐵, выражается следующей формулой:

𝛿𝐸(𝑇 ) =
8𝐽 ′

𝑁

∑︁
𝑞

1− 𝑐𝑜𝑠
(︁𝑞𝑥𝑎

2

)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3𝑞𝑦𝑎

2

)︁
𝑒

𝐸𝑞
𝑘𝐵𝑇 − 1

(5.12)
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где суммирование по �⃗� производится в первой зоне Бриллюэна обменной структуры
Cs2CuCl4 (см. нижний Рис. 5.3). Здесь 𝐸�⃗� – магнонный спектр в обменном приближении
[57]:

𝐸�⃗� = 𝑔𝜇𝐵𝐻 − 2(𝐽 + 𝐽 ′) + 2𝐽 𝑐𝑜𝑠2
(︁𝑘𝑥𝑎

2

)︁
+ 2𝐽 ′ 𝑐𝑜𝑠

(︁𝑘𝑥𝑎
2

)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3𝑘𝑦𝑎

2

)︁
(5.13)

Результаты численного расчета выражения (5.12) представлены на верхнем Рис. 4.12.
Вычисление было выполнено для поля 𝐻 = 11 T, направленного вдоль оси 𝑏, что соот-
ветствует резонансной частоте 197 ГГц моды 𝐵. Для расчета использовались значения
обменных интегралов 𝐽 и 𝐽 ′, полученные в данной работе. Интегрирование производи-
лось в среде функционального программирования 𝑊𝑜𝑙𝑓𝑟𝑎𝑚 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐𝑎. Как видно
из верхнего Рис. 4.12, экспериментальные данные находятся в удовлетворительном со-
гласии с теоретическим расчетом как по знаку температурного эффекта сдвига резо-
нансной частоты, так и по значению сдвига.

5.3 Выводы

Был детально изучен спектр ЭСР в спин-коррелированной фазе Cs2CuCl4 на часто-

тах больше ”обменной” частоты
𝐽

2𝜋~
∼ 80 ГГц и в полях как выше, так и ниже поля

насыщения при �⃗�||𝑎, 𝑏.
1) Было выяснено, что наблюдаемый при �⃗�||𝑎 дублет ЭСР-линий, резонансные частоты
которых соответствуют границам двухспинонного континуума гейзенберговской цепоч-
ки спинов 𝑆 = 1

2
на волновом векторе 𝑘𝐷 (см. п. 2.1), коллапсирует в поле, равном

примерно половине поля насыщения, причем исчезновение дублета сопровождается по-
степенным пропаданием его высокочастотной компоненты. Такая эволюция качествен-
но согласуется с перестройкой двухспинонного континуума гейзенберговской цепочки
спинов 𝑆 = 1

2
в поле [27,56].

2) Было обнаружено, что в полях выше поля насыщения при �⃗�||𝑎, 𝑏 имеется слабая
мода помимо интенсивной резонансной линии на ларморовской частоте. Ее резонанс-
ная частота на 119 ГГц меньше ларморовской частоты. Частотно-полевая зависимость
и величина интенсивности слабой моды соответствуют гармонической спин-волновой
теории в насыщенной фазе [57]. Согласно этой теории слабая мода имеет обменное про-
исхождение.
3) Была экспериментально получена зависимость сдвига резонансного поля слабой мо-
ды от температуры, обнаруживающая взаимное отталкивание магнонов. Явление сдви-
га резонансного поля этой моды находится в согласии с ангармонической спин-волновой
теорией как по знаку эффекта, так и по величине сдвига (см. приложение данной ра-
боты).
4) Были вычислены значения главных обменных интегралов 𝐽 и 𝐽 ′: 𝐽 = 4.7 ± 0.2 K,
𝐽 ′ = 1.43±0.07 K, а также произведена оценка компоненты 𝐷′

𝑏 векторов �⃗�′
1−4 (см. п. 5.1):

𝐷′
𝑏 ≈ 0.36 K – в рамках гармонической спин-волновой теории в насыщенной фазе [57]

на основе полученных экспериментальных данных. Величина 𝐽 ′ определялась по зна-
чению сдвига резонансной частоты слабой моды относительно ларморовской частоты,
величина 𝐽 – по вычисленным значениям поля насыщения при �⃗�||𝑏 и диагонально-
го обмена 𝐽 ′, величина 𝐷′

𝑏 – из отношения интенсивности слабой резонансной моды к
интенсивности моды, возбуждаемой на ларморовской частоте.
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Приложение

Спектр магнонов в ферромагнитной фазе Cs2CuCl4 в обменном
приближении
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Рис. 5.3: На рисунке слева: Треугольная решетка с ионами 𝐶𝑢2+ в узлах, выражающая маг-
нитную структуру плоскости 𝑏𝑐 в кристалле Cs2CuCl4. Вектора �⃗�1 и �⃗�2 – вектора примитивных
трансляций (см. текст работы). На рисунке справа: Обратная решетка к прямой кристалли-
ческой решетке на левом рисунке. Вектора �⃗�1 и �⃗�2 – вектора примитивных трансляций (см.
текст работы). На рисунке снизу: первая зона Бриллюэна. Точками 𝐴 и 𝐵 обозначены наблю-
даемые в ЭСР-экспериментах магнонные возбуждения.

Рассмотрим двумерную систему антиферромагнитно взаимодействующих спинов
𝑆 = 1

2
на треугольной решетке, показанной на Рис. 5.3 слева, где 𝑎 – длина стороны

треугольника, 𝐽 – обмен вдоль основания треугольника, 𝐽 ′ – обмен вдоль его боко-
вых ребер. Такая спиновая система моделирует структуру взаимодействий в Cs2CuCl4
в обменном приближении.

Пусть 𝑎1 и 𝑎2 – вектора примитивных трансляций треугольной решетки: 𝑎1 = (𝑎, 0),

𝑎2 =
(︁𝑎
2
,

√
3

2
𝑎
)︁
, тогда вектора 𝐴1 и 𝐴2 примитивных трансляций обратной решетки:

𝐴1 =
(︁2𝜋
𝑎
,− 2𝜋

𝑎
√
3

)︁
, 𝐴2 =

(︁
0,

4𝜋

𝑎
√
3

)︁
. Построив обратную решетку на векторах 𝐴1 и 𝐴2 и

выделив в ней примитивную ячейку Вигнера-Зейтца, получим первую зону Бриллюэна,
представленную на Рис. 5.3 снизу.

Поместим спиновую систему во внешнее магнитное поле �⃗� ⊥ 𝑥𝑦, большее поля
насыщения. Гамильтониан ℋ̂ спиновой системы будет иметь вид:

ℋ̂ =
∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿(
^⃗
𝑆𝑗 ·

^⃗
𝑆𝑗+𝛿)− 𝑔𝜇𝐵𝐻

∑︁
𝑗

𝑆𝑧
𝑗 (5.14)

где 𝑗 – номер спина в решетке, 𝛿 = 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝐽𝛿1 = 𝐽 , 𝐽𝛿2,3 = 𝐽 ′ (см. Рис. 5.1).
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Поскольку в ферромагнитной фазе квантовые флуктуации полностью подавлены,
и основное состояние системы – упорядоченное состояние, когда магнитные моменты
расположены вдоль оси 𝑧, то спиновыми возбуждениями в такой системе являются
магноны. Наша задача – получить спектр магнонных возбуждений.

Гамильтониан ℋ̂ содержит по три компоненты 𝑆𝑥
𝑗 , 𝑆𝑦

𝑗 , 𝑆𝑧
𝑗 каждого спина ^⃗

𝑆𝑗. Эти ком-

поненты не независимы, а связаны тождеством (
^⃗
𝑆𝑗 ·

^⃗
𝑆𝑗) = 𝑆(𝑆 + 1). Удобнее работать

с двумя операторами, которые являются независимыми. Преобразование Холштейна-
Примакова позволяет перейти от спиновых операторов к операторам рождения и уни-
чтожения 𝑎+𝑗 и 𝑎𝑗 согласно соотношениям

𝑆+
𝑗 = 𝑆𝑥

𝑗 + 𝑖𝑆𝑦
𝑗 =

√
2𝑆

√︃
1−

𝑎+𝑗 𝑎𝑗

2𝑆
𝑎𝑗 (5.15)

𝑆−
𝑗 = 𝑆𝑥

𝑗 − 𝑖𝑆𝑦
𝑗 =

√
2𝑆𝑎+𝑗

√︃
1−

𝑎+𝑗 𝑎𝑗

2𝑆
(5.16)

где полагается выполнение условий [𝑎𝑗, 𝑎
+
𝑙 ] = 𝛿𝑗𝑙, [𝑎𝑗, 𝑎𝑙] = 0 для того, чтобы операторы

𝑆+
𝑗 и 𝑆−

𝑗 удовлетворяли перестановочным соотношениям.
Напишем преобразование для оператора 𝑆𝑧

𝑗 , опуская индекс 𝑗:

(𝑆𝑧)2 = 𝑆(𝑆 + 1)− (𝑆𝑥)2 − (𝑆𝑦)2 = 𝑆(𝑆 + 1)− 1

2
(𝑆+

𝑗 𝑆
−
𝑗 + 𝑆−

𝑗 𝑆
+
𝑗 ) = 𝑆(𝑆 + 1)−

−𝑆
[︁√︂

1− 𝑎+𝑎

2𝑆
𝑎𝑎+

√︂
1− 𝑎+𝑎

2𝑆
+ 𝑎+

(︁
1− 𝑎+𝑎

2𝑆

)︁
𝑎
]︁

(5.17)

Воспользовавшись тем, что [𝑎+𝑎, 𝑎+𝑎] = 0, [𝑎+𝑎, 𝑎] = −𝑎, получим:

(𝑆𝑧)2 = 𝑆(𝑆 + 1)− 𝑆
[︁
2𝑎+𝑎

(︁
1− 𝑎+𝑎

2𝑆

)︁
+
(︁
1− 𝑎+𝑎

2𝑆

)︁
+

𝑎+𝑎

2𝑆

]︁
= (𝑆 − 𝑎+𝑎)2 (5.18)

Откуда видим, что 𝑆𝑧
𝑗 = 𝑆 − 𝑎+𝑗 𝑎𝑗.

Перейдем от атомных операторов 𝑎+𝑗 , 𝑎𝑗 к магнонным 𝑏+
�⃗�
, 𝑏�⃗�, определив их разложе-

ниями:
𝑏�⃗� =

1√
𝑁

∑︁
𝑗

𝑒𝑖�⃗��⃗�𝑗 𝑎𝑗, 𝑏+
�⃗�
=

1√
𝑁

∑︁
𝑗

𝑒−𝑖�⃗��⃗�𝑗 𝑎+𝑗 (5.19)

где 𝑁 – полное число спинов в системе, �⃗�𝑗 – радиус-вектор 𝑗-ого спина, �⃗� – волновой
вектор магнонного возбуждения. Также имеют место обратные соотношения:

𝑎𝑗 =
1√
𝑁

∑︁
�⃗�

𝑒−𝑖�⃗��⃗�𝑗 𝑏�⃗�, 𝑎+𝑗 =
1√
𝑁

∑︁
�⃗�

𝑒𝑖�⃗��⃗�𝑗 𝑏+
�⃗�

(5.20)

Дискретные значения �⃗�, по которым ведутся все суммирования, получаются из пе-
риодических граничных условий. Для операторов 𝑏�⃗�, 𝑏

+

�⃗�
тоже справедливы бозевские

перестановочные соотношения:

[𝑏�⃗�, 𝑏
+

�⃗�′
] =

1

𝑁

∑︁
𝑙,𝑗

𝑒𝑖�⃗��⃗�𝑙−𝑖�⃗�′�⃗�𝑗 [𝑎𝑙, 𝑎
+
𝑗 ] =

1

𝑁

∑︁
𝑙

𝑒𝑖(�⃗�−�⃗�′)�⃗�𝑙 = 𝛿�⃗��⃗�′ , [𝑏�⃗�, 𝑏�⃗�′ ] = 0 (5.21)
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Физический смысл операторов 𝑏�⃗� и 𝑏+
�⃗�

очень простой: оператор 𝑏+
�⃗�

”создает” магнон с
волновым вектором �⃗�, а оператор 𝑏�⃗� ”уничтожает”.

Мы рассматриваем возбужденные состояния системы, близкие к основному, то есть
такие, в которых число перевернутых спинов мало, что выражается условием

⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗⟩
𝑆

=
⟨𝑛𝑗⟩
𝑆

≪ 1 (5.22)

поэтому можно записать

𝑆+
𝑗 ≈

√
2𝑆
(︁
𝑎𝑗 −

𝑎+𝑗 𝑎𝑗𝑎𝑗

4𝑆

)︁
, 𝑆−

𝑗 ≈
√
2𝑆
(︁
𝑎+𝑗 −

𝑎+𝑗 𝑎
+
𝑗 𝑎𝑗

4𝑆

)︁
(5.23)

Выше мы получили, что
𝑆𝑧
𝑗 = 𝑆 − 𝑎+𝑗 𝑎𝑗 (5.24)

Также отметим, что 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗� является оператором чисел заполнения магнонного состояния

с волновым вектором �⃗�:

𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗� =

1

𝑒
𝐸
�⃗�

𝑘𝐵𝑇 − 1

(5.25)

где 𝐸�⃗� – спектр магнонов, 𝑇 – температура системы.
Подставим в гамильтониан ℋ̂ формулы (5.23) и (5.24) и сгруппируем слагаемые:

ℋ̂ =
∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿

[︁
𝑆𝑧
𝑗𝑆

𝑧
𝑗+𝛿 +

1

2

(︁
𝑆+
𝑗 𝑆

−
𝑗+𝛿 + 𝑆−

𝑗 𝑆
+
𝑗+𝛿

)︁]︁
− 𝑔𝜇𝐵𝐻

∑︁
𝑗

𝑆𝑧
𝑗 ≈

≈
∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿

[︁
(𝑆 − 𝑎+𝑗 𝑎𝑗)(𝑆 − 𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿) + 𝑆

{︁(︁
𝑎𝑗 −

𝑎+𝑗 𝑎𝑗𝑎𝑗

4𝑆

)︁(︁
𝑎+𝑗+𝛿 −

𝑎+𝑗+𝛿𝑎
+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿

4𝑆

)︁
+

+
(︁
𝑎+𝑗 −

𝑎+𝑗 𝑎
+
𝑗 𝑎𝑗

4𝑆

)︁(︁
𝑎𝑗+𝛿 −

𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿

4𝑆

)︁}︁]︁
− 𝑔𝜇𝐵𝐻

∑︁
𝑗

(𝑆 − 𝑎+𝑗 𝑎𝑗) = 𝑁𝑆2(𝐽 + 2𝐽 ′)−

−𝑔𝜇𝐵𝐻𝑁𝑆 +
[︁
𝑔𝜇𝐵𝐻

∑︁
𝑗

𝑎+𝑗 𝑎𝑗 + 𝑆
∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿(𝑎
+
𝑗+𝛿𝑎𝑗 + 𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿 − 𝑎+𝑗 𝑎𝑗 − 𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿)

]︁
+

+
∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿

[︁
𝑎+𝑗 𝑎𝑗𝑎

+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 −

1

4
(𝑎+𝑗+𝛿𝑎

+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿𝑎𝑗 + 𝑎+𝑗+𝛿𝑎

+
𝑗 𝑎𝑗𝑎𝑗 + 𝑎+𝑗 𝑎

+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 +

+𝑎+𝑗 𝑎
+
𝑗 𝑎𝑗𝑎𝑗+𝛿)

]︁
= 𝑁𝑆2(𝐽 + 2𝐽 ′)− 𝑔𝜇𝐵𝐻𝑁𝑆 + ℋ̂0 + ℋ̂1 (5.26)

Выразим операторы ℋ̂0 и ℋ̂1 через спин-волновые переменные, воспользовавшись фор-
мулами (5.20). Начнем с упрощения оператора ℋ̂0, откуда получим магнонный спектр
в нулевом приближении.

ℋ̂0 =
𝑔𝜇𝐵𝐻

𝑁

∑︁
�⃗�,⃗𝑘′,𝑗

𝑒𝑖(�⃗�−�⃗�′)�⃗�𝑗 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�′ +

𝑆

𝑁

∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿

[︁∑︁
�⃗�,⃗𝑘′

𝑒𝑖�⃗��⃗�𝑗+𝛿−𝑖�⃗�′�⃗�𝑗 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�′ +

∑︁
�⃗�,⃗𝑘′

𝑒𝑖�⃗��⃗�𝑗−𝑖�⃗�′�⃗�𝑗+𝛿 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�′ −

−
∑︁
�⃗�,⃗𝑘′

𝑒𝑖(�⃗�−�⃗�′)�⃗�𝑗 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�′ −

∑︁
�⃗�,⃗𝑘′

𝑒𝑖(�⃗�−�⃗�′)�⃗�𝑗+𝛿 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�′
]︁
= 𝑔𝜇𝐵𝐻

∑︁
�⃗�

𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗� + 𝑆

[︁
2𝐽
∑︁
�⃗�

𝑐𝑜𝑠(�⃗��⃗�1) 𝑏
+

�⃗�
𝑏�⃗� +

+2𝐽 ′
∑︁
�⃗�

𝑐𝑜𝑠(�⃗��⃗�2) 𝑏
+

�⃗�
𝑏�⃗� + 2𝐽 ′

∑︁
�⃗�

𝑐𝑜𝑠(�⃗��⃗�3) 𝑏
+

�⃗�
𝑏�⃗� − (2𝐽 + 4𝐽 ′)

∑︁
�⃗�

𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�

]︁
=
∑︁
�⃗�

[︁
𝑔𝜇𝐵𝐻 +

+2𝐽𝑆 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥𝑎) + 4𝐽 ′𝑆 𝑐𝑜𝑠
(︁1
2
𝑘𝑥𝑎
)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3

2
𝑘𝑦𝑎
)︁
− (2𝐽 + 4𝐽 ′)𝑆

]︁
𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗� =

∑︁
�⃗�

𝐸�⃗� 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗� (5.27)
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где 𝐸�⃗� = 𝑔𝜇𝐵𝐻 + 2𝐽𝑆 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥𝑎) + 4𝐽 ′𝑆 𝑐𝑜𝑠
(︁1
2
𝑘𝑥𝑎
)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3

2
𝑘𝑦𝑎
)︁
− (2𝐽 + 4𝐽 ′)𝑆 – спектр

магнонов в гармоническом приближении. Отметим, что 𝐸�⃗� не зависит от температуры.
Найдем теперь температурно-зависимую поправку к магнонному спектру, упростив

оператор ℋ̂1. Для этого воспользуемся методом усреднения:

𝑎+𝑗 𝑎𝑗𝑎
+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 ≈ ⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗⟩𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 + ⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿⟩𝑎+𝑗 𝑎𝑗 + ⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗⟩𝑎

+
𝑗 𝑎𝑗+𝛿 + ⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿⟩𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗,

𝑎+𝑗+𝛿𝑎
+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿𝑎𝑗 ≈ 2⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿⟩𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗 + 2⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗⟩𝑎

+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿,

𝑎+𝑗+𝛿𝑎
+
𝑗 𝑎𝑗𝑎𝑗 ≈ 2⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗⟩𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗 + 2⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗⟩𝑎

+
𝑗 𝑎𝑗,

𝑎+𝑗 𝑎
+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 ≈ 2⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿⟩𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿 + 2⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿⟩𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿,

𝑎+𝑗 𝑎
+
𝑗 𝑎𝑗𝑎𝑗+𝛿 ≈ 2⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗⟩𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿 + 2⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿⟩𝑎+𝑗 𝑎𝑗

Введем следующие обозначения:

𝑛 = ⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗⟩ =
1

𝑁

∑︁
𝑗

𝑎+𝑗 𝑎𝑗 =
1

𝑁2

∑︁
𝑞,𝑞′,𝑗

𝑒𝑖(𝑞−𝑞′)�⃗�𝑗 𝑏+𝑞 𝑏𝑞′ =
1

𝑁

∑︁
𝑞

𝑏+𝑞 𝑏𝑞 = ⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿⟩,

𝛼𝛿 = ⟨𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿⟩ =
1

𝑁

∑︁
𝑗

𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿 =
1

𝑁2

∑︁
𝑞,𝑞′,𝑗

𝑒𝑖𝑞�⃗�𝑗−𝑖𝑞′�⃗�𝑗+𝛿 𝑏+𝑞 𝑏𝑞′ =
1

𝑁

∑︁
𝑞

𝑒−𝑖𝑞�⃗� 𝑏+𝑞 𝑏𝑞,

𝛽𝛿 = ⟨𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗⟩ =
1

𝑁

∑︁
𝑞

𝑒𝑖𝑞�⃗� 𝑏+𝑞 𝑏𝑞

Суммирование по �⃗� ведется в первой зоне Бриллюэна (см. Рис. 5.3).
Оператор ℋ̂1 перепишем в следующем виде:

ℋ̂1 =
∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿

[︁
𝑛(𝑎+𝑗 𝑎𝑗 + 𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 − 𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿 − 𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗) + 𝛼𝛿 𝑎

+
𝑗+𝛿𝑎𝑗 + 𝛽𝛿 𝑎

+
𝑗 𝑎𝑗+𝛿 −

−1

2
(𝛼𝛿 + 𝛽𝛿)(𝑎

+
𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 + 𝑎+𝑗 𝑎𝑗)

]︁
=
∑︁
𝑗,𝛿

𝑛𝐽𝛿(𝑎
+
𝑗 𝑎𝑗 + 𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿 − 𝑎+𝑗 𝑎𝑗+𝛿 − 𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗)−

−1

2

∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿(𝛼𝛿 + 𝛽𝛿)(𝑎
+
𝑗 𝑎𝑗 + 𝑎+𝑗+𝛿𝑎𝑗+𝛿) +

∑︁
𝑗,𝛿

𝐽𝛿(𝛼𝛿 𝑎
+
𝑗+𝛿𝑎𝑗 + 𝛽𝛿 𝑎

+
𝑗 𝑎𝑗+𝛿) =

= ℋ̂′
1 + ℋ̂′′

1 + ℋ̂′′′
1 (5.28)

Воспользовавшись формулами (5.20), упростим каждый из операторов ℋ̂′
1, ℋ̂′′

1, ℋ̂′′′
1 , опу-

стив промежуточные выкладки:

ℋ̂′
1 =

∑︀
�⃗�

[︁
2𝑛(𝐽 + 2𝐽 ′)− 2𝑛𝐽 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥𝑎)− 4𝑛𝐽 ′ 𝑐𝑜𝑠

(︁1
2
𝑘𝑥𝑎
)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3

2
𝑘𝑦𝑎
)︁]︁

𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�,

ℋ̂′′
1 = −

∑︀
�⃗�

[︁
𝐽(𝛼𝛿1 + 𝛽𝛿1) + 𝐽 ′(𝛼𝛿2 + 𝛽𝛿2 + 𝛼𝛿3 + 𝛽𝛿3)𝑏

+

�⃗�
𝑏�⃗�

]︁
,

ℋ̂′′′
1 =

∑︀
�⃗�,𝛿 𝐽𝛿

[︁
𝛼𝛿 𝑒

𝑖�⃗��⃗� + 𝛽𝛿 𝑒
−𝑖�⃗��⃗�
]︁
𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗�

Проделав несложные преобразования, окончательно получим:

ℋ̂1 =
∑︁
�⃗�

[︁
2𝐽(𝐴𝑐 − 𝑛)(1− 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥𝑎)) + 4𝐽 ′(𝑛− 𝐴𝑐𝑐)

(︁
1− 𝑐𝑜𝑠

(︁1
2
𝑘𝑥𝑎
)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3

2
𝑘𝑦𝑎
)︁)︁]︁

𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗� =

=
∑︁
�⃗�

𝛿𝐸�⃗� 𝑏+
�⃗�
𝑏�⃗� (5.29)
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где 𝛿𝐸�⃗�(𝑇 ) = 2𝐽(𝐴𝑐−𝑛)(1−𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥𝑎))+4𝐽 ′(𝑛−𝐴𝑐𝑐)
(︁
1− 𝑐𝑜𝑠

(︁1
2
𝑘𝑥𝑎
)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3

2
𝑘𝑦𝑎
)︁)︁

– иско-
мая добавка к магнонному спектру 𝐸�⃗� в ангармоническом приближении.Температурная
зависимость этой поправки заключена в коэффициентах 𝑛, 𝐴𝑐, 𝐴𝑐𝑐, которые определя-
ются по следующим формулам:

𝑛 =
1

𝑁

∑︁
𝑞

𝑏+𝑞 𝑏𝑞,

𝐴𝑐 =
1

𝑁

∑︁
𝑞

𝑐𝑜𝑠(𝑞𝑥𝑎) 𝑏
+
𝑞 𝑏𝑞,

𝐴𝑐𝑐 =
1

𝑁

∑︁
𝑞

𝑐𝑜𝑠
(︁1
2
𝑞𝑥𝑎
)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3

2
𝑞𝑦𝑎
)︁
𝑏+𝑞 𝑏𝑞

Таким образом, получаем спектр магнонных возбуждений в ферромагнитной фа-
зе Cs2CuCl4 в обменном приближении в рамках нелинейной спин-волновой теории (с
учетом ангармонических членов в гамильтониане ℋ̂ в первом приближении):

𝐸𝑓𝑢𝑙𝑙

�⃗�
(𝑇 ) = 𝐸�⃗� + 𝛿𝐸�⃗�(𝑇 ) (5.30)

Детальный теоретический анализ магнитной структуры на треугольной решетке с уче-
том взаимодействия Дзялошинского-Мории с векторами �⃗�′ на диагональных связях

Рис. 5.4: Спектр магнонов спиновой системы на треугольной решетке в поле выше по-
ля насыщения в первой зоне Бриллюэна (см. Рис. 5.3). Крестиком отмечена точка ми-
нимума этого спектра. График построен в среде функционального программирования
𝑊𝑜𝑙𝑓𝑟𝑎𝑚 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐𝑎.

49



показывает [57], что мода 𝐵, возбуждаемая в экспериментах по магнитному резонансу
в Cs2CuCl4 на волновом векторе 𝑞0 = 0, эквивалентна магнонной моде на волновом

векторе �⃗�* =
(︁
0,

2𝜋

𝑎
√
3

)︁
, причем резонансная частота моды 𝐵 определяется по фор-

муле (5.30) с точностью до членов порядка
(𝐷′

𝑏)
2

𝐽 ′ ≪ 𝐽 ′, 𝐽 . Кроме того, наибольшая
точность теоретического расчета достигается при направлении поля вдоль оси 𝑏, по-
скольку при этом все спины ориентируются строго параллельно внешнему магнитному
полю, и параметры 𝐷𝑎, 𝐷′

𝑎, 𝐷𝑐, 𝐷′
𝑐 не вносят вклада в спектр магнонных возбуждений

в гармоническом приближении теории спиновых волн.
Итак, имеются следующие частоты магнитного резонанса в Cs2CuCl4 в поле �⃗�, боль-

шем поля насыщения, согласно формуле (5.30):

основная резонансная мода: 2𝜋~𝜈0(𝑇 ) = 𝐸𝑓𝑢𝑙𝑙
𝑞0

(𝑇 ) = 𝑔𝜇𝐵𝐻,

мода 𝐵: 2𝜋~𝜈𝐵(𝑇 ) = 𝐸𝑓𝑢𝑙𝑙
𝑞* (𝑇 ) = 𝑔𝜇𝐵𝐻 − 4𝐽 ′ +

8𝐽 ′

𝑁

∑︁
𝑞

1− 𝑐𝑜𝑠
(︁𝑞𝑥𝑎

2

)︁
𝑐𝑜𝑠
(︁√3𝑞𝑦𝑎

2

)︁
𝑒

𝐸𝑞
𝑘𝐵𝑇 − 1

Помимо этого определим поле ферромагнитного насыщения в обменном приближе-
нии из условия: 𝑚𝑖𝑛�⃗�{𝐸�⃗�} = 0. Нетрудно проверить, что 𝑚𝑖𝑛�⃗�{𝐸�⃗�} достигается при

�⃗�𝑚𝑖𝑛 =
(︁2𝜋
𝑎

− 2

𝑎
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

(︁ 𝐽 ′

2𝐽

)︁
, 0
)︁
, откуда получим, что 𝑔𝜇𝐵𝐻

𝑠𝑎𝑡 = 2(𝐽 + 𝐽 ′) +
(𝐽 ′)2

2𝐽
(см.

Рис. 5.4).
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