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Часть 1. Момент импульса и 
спин в квантовой механике.



Момент импульса в физике

https://www.youtube.com/watch?v=_EZiw_a8B5A

L⃗= r⃗× p⃗=( y pz−z p y−x pz+ z px
x p y−y p x )

d L⃗
d t

=T⃗= r⃗× F⃗

В замкнутой системе 
момент импульса – 

сохраняющаяся 
величина



Специфика момента импульса 
в квантовой физике

Но все компоненты импульса и 
координаты нельзя одновременно 

измерить!!!

L̂ z=x p̂ y− y p̂x= x
∂

∂ y
−y ∂

∂ x



Специфика момента импульса 
в квантовой физике

Но все компоненты импульса и 
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2
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Квадрат момента импульса связан с 
другой сохраняющейся величиной – 

энергией... 



Специфика момента импульса 
в квантовой физике

L̂ z Ψ=ℏmΨ
L̂2Ψ=ℏ2 l( l+1)Ψ

Можно найти такие функции (т.н. 
сферические функции), которые 

одновременно собственные функции 
операторов проекции момента 

импульсяа и полного квадрата момента 
импульса
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Специфика момента импульса 
в квантовой физике
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Гиромагнитное отношение

m, q
V=rω

L=mω r2

M=I S=q ω
2 π

π r2=qω r 2/2

γ0=
M
L

=1
2
q
m

Не зависит от 
траектории!



Квантование проекции 
магнитного момента

μz=gμ B j z

μB=
e ℏ
2me

=0.92×10−23 Дж /Тл магнетон Бора



Эффект Зеемана.

Зееман, 1902

μz=gμ B j z

E=−(μ⃗⋅B⃗)
расщепление 
уровней энергии в 
магнитном поле

расщепление 
спектральных линий



Эффект Зеемана на Солнце

National Optical Astronomy Observatory, Sunspot with spectrum, 2017, https://www.noao.edu/image_gallery/html/im0404.html

Поле в солнечном пятне примерно 0.4 Тл



ЯМР, ЭПР

Раби, 1944

расщепление 
спектральных линий

Между этими уровнями 
тоже возможен 

резонансный переход!

В поле 1 Тл:
ЭПР – десятки гигагерц, 
сантиметровый СВЧ-
диапазон

ЯМР – десятки мегагерц, 
радиочастотный 
диапазон



ЯМР-томография

wikipedia.org, Magnetic resonance imaging, 2017, https://en.wikipedia.org/wiki/Magnetic_resonance_imaging

Слева: Современный ЯМР-томограф с полем до 3 Тл. Справа: 
примеры ЯМР-томограмм мозга с разной обработкой сигнала.



Часть 2. Квантовая теория 
строения атома.



Полу-классическая модель 
Бора

2π rn=nλ=nh
pn

pn
2

mr n
=k e
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r n
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k me2
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k m e2
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rn
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2
k me4

ℏ2
1
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Применима только для “высоких” уровней,
для n=1 говорить о почти-классических орбитах 
нельзя по соотношению неопределенностей

Но: правильно даёт масштабы энергий и длин и 
описывает серии атома водорода и 
характеристическое излучение



Приведённая масса

m
1
, r

1

m
2
, r

2 r1,2=
m2,1
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m1ω
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m2ω
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m1m2
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ω2 r=G
m1m2
r2

μω2 r=G
m1m2
r 2

сведено к задаче одного тела с 
приведённой массой



Приведённая масса в 
квантовой задаче
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Приведённая масса в 
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m1 x1+m2 x2
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x= x1−x2



Приведённая масса в 
квантовой задаче
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Приведённая масса в 
квантовой задаче
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Приведённая масса в 
квантовой задаче

Ĥ=
p̂1
2

2m1
+
p̂2
2

2m2
+U (r1−r2)=−

ℏ2

2m1
∂2

∂ x1
2−

ℏ2

2m2
∂2

∂ x2
2 +U (x1−x2)

X 0=
m1 x1+m2 x2
m1+m2

x= x1−x2

∂
∂ x1

= ∂
∂ X 0

×
∂ X 0
∂ x1

+ ∂
∂ x

× ∂ x
∂ x1

=
m1

m1+m2
∂

∂ X 0

+ ∂
∂ x

∂2

∂ x1
2=( m1

m1+m2)
2

∂2

∂ X 0
2+2

m1
m1+m2

∂2

∂ X 0∂ x
+ ∂2

∂ x2

∂2

∂ x2
2=( m2

m1+m2)
2

∂2

∂ X 0
2−2

m2
m1+m2

∂2

∂ X 0∂ x
+ ∂2

∂ x2
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тоже сводится к 
свободному 

движению центра 
масс и движению 

частицы с 
приведённой массой



Уравнение Шредингера для 
атома водорода

[− ℏ2

2m( ∂2
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2

r ]ψ=E ψ

приведенная масса электрона
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≈me(1− me

M p
)



Уравнение Шредингера для 
атома водорода
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Уравнение Шредингера для 
атома водорода

[− ℏ2

2m( ∂2

∂ x2
+ ∂2

∂ y2
+ ∂2

∂ z2)−k e
2

r ]ψ=E ψ

1

r2
∂

∂ r (r2 ∂ ψ
∂ r )+ 1r2 [ 1

sinΘ
∂

∂Θ (sinΘ ∂ ψ
∂Θ )+ 1

sin2Θ
∂2 ψ
∂ϕ2 ]+ 2mℏ2 [E+k e

2

r ]ψ=0

ψ(r ,Θ ,ϕ )=R(r)× f (Θ ,ϕ )

−l̂ 2



Уравнение Шредингера для 
атома водорода
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Уравнение Шредингера для 
атома водорода
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Значение энергии стационарного состояния 
может зависеть от орбитального квантового 
числа l, но точно не зависит от проекции 
момента . 

При точном решении оказывается, что энергии 
всех состояний в атоме водорода могут быть 
описаны одним-единственным главным 
квантовым числом n

En=−Ry 1
n2

l≤(n−1)

1
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Вид волновых функций атома 
водорода (радиальная часть)

Зависимость плотности вероятности обнаружения электрона от расстояния до ядра в водородоподобном атоме для разных электронных состояний. Плотность 
вероятности на рисунке нормирована на максимальное для данного состояния значение для наглядности. Для анизотропных p и d состояний подразумевается 
удаление от центра по произвольному зафиксированному радиусу. Пунктирными кривыми показаны десятикратно увеличенные фрагменты графиков для 2s 
(красный) и 3s (чёрный) состояний. Вычисление по формулам из Ландау, Лифшиц, “Квантовая механика” (т.3 курса)
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водорода (радиальная часть)

Зависимость плотности вероятности обнаружения электрона от расстояния до ядра в водородоподобном атоме для разных электронных состояний. Плотность 
вероятности на рисунке нормирована на максимальное для данного состояния значение для наглядности. Для анизотропных p и d состояний подразумевается 
удаление от центра по произвольному зафиксированному радиусу. Пунктирными кривыми показаны десятикратно увеличенные фрагменты графиков для 2s 
(красный) и 3s (чёрный) состояний. Вычисление по формулам из Ландау, Лифшиц, “Квантовая механика” (т.3 курса)

● С ростом n растёт “среднее 
расстояние” от ядра

● В основном состоянии (1s) L=0



Опыт Штерна-Герлаха

Штерн, 1943
https://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_experiment; https://de.wikipedia.org/wiki/Otto_Stern_(Physiker); 
https://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1943/stern-lecture.html

Расщепление пучка нейтральных атомов 
серебра (4d10 5s1) на ДВЕ компоненты:

экспериментальное свидетельство того, 
что в s-состоянии L=0 (а не L=1 как в 
модели Бора), но есть собственный 
момент импульса (спин) электрона.



Вид волновых функций втома 
водорода (угловая часть)

Схематическое изображение пространственной симметрии волновых функций электрона в водородоподоподобном атоме. Цвет показывает знак волновой функции.

wikipedia.org, Atomic orbitals, , http://en.wikipedia.org/wiki/Atomic_orbital



Структура таблицы 
Менделеева

https://en.wikipedia.org/wiki/Periodic_table



Структура таблицы 
Менделеева

https://en.wikipedia.org/wiki/Periodic_table
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Необычные “атомы”

● Протониум
● Антиводород
● Позитрониум
● Мюониум
● Мюонный мезоатом
● Донорная примесь в полупроводнике



Часть 3. Немного про 
молекулы.

https://en.wikipedia.org/wiki/Molecular_vibration



Двухатомные молекулы

R.E.Cornish and E.D.Eastman, The specific heat of hydrogen gas at low temperatures..., ”, J.Am.Chem.Soc. , 50, 627 ( 1928)



Колебательные степени 
свободы

E=A∑ ℏω0nexp(−ℏω0n
kT )=−A d

d( 1kT )
∑ exp(−ℏω0n

kT )=

=−A d

d ( 1kT )
1

1−exp(−ℏω0

kT )
=A ℏω0

exp(−ℏω0

kT )
(1−exp(−ℏω0

kT ))
2
=

ℏω0

exp(ℏω0

kT )−1
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Колебательные степени 
свободы
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Средняя энергия и теплоёмкость гармонического осциллятора как функция температуры.



Колебательные степени 
свободы
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Средняя энергия и теплоёмкость гармонического осциллятора как функция температуры.

результат 
классической 

теоремы о 
равнораспределении

“выключение” 
колебательной 

степени свободы при

k BT≃ℏω0



Вращательная степень 
свободы
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Вращательная степень 
свободы

E= L2

2 I

E l=
ℏ2

2 I
l (l+1)

T=
E0
k

~ ℏ2

kma2
= 10−68

1.38⋅10−23⋅1.7⋅10−27⋅10−20~50К

I~ma 2



Задачи домашнего задания
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