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Построены матрицы инфинитезимальных преобразований, определяющие линейные представления
группы GL(4, R).

Для нужд теоретической физики необходимо знание
линейных представлений группы GL(4, R). К сожале-
нию, в литературе отсутствует их полное описание, и,
более того, в книге [1] на стр. 257 высказано утвержде-
ние, что неэквивалентные тензорным спинорные пред-
ставления группы Лоренца "не могут быть продолже-
ны до представления всей группы линейных преобра-
зований четырехмерного пространства". С целью разо-
браться в ситуации проследим за построением линей-
ных представлений с помощью метода изложенного в
книгах [1, 2]) на примерах группы трехмерных враще-
ний и группы Лоренца.

В этом методе процедура сводится к определению
матриц произвольного ранга, коммутирующих так же
как и 16 вещественных матриц, определяющих преоб-
разования 4-вектора fi (i = t, x, y, z). Решению именно
этой задачи посвящена настоящая работа.

1. Матрицы инфинитезимальных преобразо-
ваний. Для физических применений удобно предста-
вить произвольную вещественную матрицу a в виде
разложения по симметричным u и антисимметричным
v матрицам специального вида.

Антисимметричные матрицы vyz, vzx, vxy :

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 -1
0 0 1 0

,

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 -1 0 0

,

0 0 0 0
0 0 -1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

(1)

задают группу пространственных вращений. При ма-
лом повороте на угол δθ имеем δfi = (δθA)kif

′
k, где

Ax = vyz, Ay = vzx, Az = vxy.

При добавлении матриц utx, uty, utz :

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

,

0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

,

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

(2)

получаем группу Лоренца.

Единичная матрица

I =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

(3)

соответствует масштабному преобразованию
пространства-времени. Перечисленные семь матриц
задают максимальную подгруппу группы GL(4,R).

Введем матрицу, коммутирующую с матрицами (1),

u =

-3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

. (4)

В результате ее коммутации с матрицами (2) получим
матрицы vtx = [utxu]/4, vty = [utyu]/4, vtz = [utzu]/4 :

0 1 0 0
-1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

,

0 0 1 0
0 0 0 0
-1 0 0 0
0 0 0 0

,

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
-1 0 0 0

, (5)

задающие ортогональные повороты в плоскостях
tx, ty, tz. Остальные матрицы общей линейной группы
выражаются линейно через матрицу u с помощью
коммутаций матриц (5) и (2)

uxx−yy =
[vtxutx]− [vtyuty]

2
=

0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 0

,

uyy−zz =
[vtyuty]− [vtzutz]

2
=

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -1

,

1
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uxy =
[uxx−yy, vxy]

2
=

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

, (6)

uyz =
[uyy−zz, vyz]

2
=

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

,

uzx =
[uxx−zz, vxz]

2
=

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

,

и представляют сдвиговые деформации пространства.

2. Представления группы вращений трех-
мерного пространства задаются законом преобра-
зования компонент спиноров при малом повороте
δfkν = i(δθL)fkν , где матрицы L определяются фор-
мулами (см. [1, 2])1)

L+fkν = αk,ν+1fk,ν+1,

L−fkν = αkνfk,ν−1,

Lzfkν = νfkν ,

(7)

здесь L± = Lx ± iLy, αkν =
√

k + ν
√

k − ν + 1. Для век-
торного представления имеем L = iA.

3. Представления группы Лоренца определя-
ются парой чисел (s, c). Число s неотрицательное, це-
лое или полуцелое, задает минимальный спин, участ-
вующий в представлении. Число c - произвольное ком-
плексное число. Матрицы представлений группы Ло-
ренца задаются формулами (см. [1, 2])

F+fkν =
√

k − ν
√

k − ν − 1gkfk−1,ν+1−
− sc

k(k + 1)

√
k − ν

√
k + ν + 1fk,ν+1+

+
√

k + ν + 1
√

k + ν + 2gk+1fk+1,ν+1,

(8)

F−fkν = −
√

k + ν
√

k + ν − 1gkfk−1,ν−1−
− sc

k(k + 1)

√
k + ν

√
k − ν + 1fk,ν−1−

−
√

k − ν + 1
√

k − ν + 2gk+1fk+1,ν−1,

(9)

1)Если число k произвольное комплексное число, то проекция
"спина" ν будет пробегать бесконечный набор значений ν0 + n,
где ν0 - также произвольное комплексное число, n – целые числа.
Такие бесконечномерные представления группы вращений вряд
ли найдут применение в физике.

Ffkν =
√

k2 − ν2gkfk−1,ν − scν

k(k + 1)
fkν−

−
√

(k + 1)2 − ν2gk+1fk+1,ν ,

(10)

где F = utz, F± = utx ± iuty и

gk =
√

k2 − s2
√

k2 − c2

k
√

4k2 − 1
. (11)

Если c = ±(s + n), где n – натуральное число, представ-
ление группы Лоренца конечномерно и содержит спи-
норы от k = s до k = s + n− 1.

4. Масштабное преобразование пространства-
времени (матрица (3)) коммутирует со всеми остальны-
ми преобразованиями, поэтому функции любого пред-
ставления общей линейной группы являются собствен-
ными функциями оператора масштабного преобразова-
ния с одним и тем же собственным числом µ.

У тензора число µ, очевидно, равно рангу тензора.
Однако, существуют представления, которые при всех
преобразованиях, за исключением масштабного, ведут
себя как тензоры, а масштабное преобразование харак-
теризуются некоторым комплексным числом µ.

5. Представления группы GL(4,R). Для ре-
шения задачи, очевидно, достаточно определить лишь
вид матрицы u. Обозначим функции, преобразующие-
ся по искомому представлению, fnsckν . Поскольку за-
ранее не известна кратность представления, то помимо
чисел характеризующих функции представлений груп-
пы Лоренца введен дополнительный индекс n нумеру-
ющий функции, преобразующиеся по эквивалентным
представлениям группы Лоренца. В связи с тем, что
эта матрица коммутирует с матрицами пространствен-
ных вращений, ее действие должно быть следующим:
ufpkν =

∑
p′ u

p′

pkfp′kν , где p обозначает совокупность ин-
дексов n, s, c.

Всего в рассматриваемой общей линейной группе
GL(4, R) после выделения единичной матрицы мас-
штабного преобразования (3) имеется 15 ∗ 14/2 = 105
коммутационных соотношений. Из них 6 ∗ 5/2 = 15 ис-
пользованы при нахождении представлений группы
Лоренца, 3 удовлетворяются тривиально в силу выбо-
ра матрицы u, 8 задействованы для определения мат-
риц (5-6). Оставшиеся 79 приводят к уравнениям для
матричных элементов оператора u. Из них 9 ∗ 8/2 = 36
квадратичны по u, а 43 – линейны.

В таком виде задача слишком громоздка. Поэто-
му поступим следующим прагматичным образом. Вы-
берем три коммутационных соотношения, два линей-
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ных по u и одно квадратичное, представляющихся мак-
симально простыми, но приводящих к конструктив-
ным уравнениям. Выпишем и проанализируем линей-
ные уравнения, из которых выясним зависимость мат-
рицы u от спина k. Потом проанализируем квадратич-
ные уравнения для определения зависимости от индек-
сов p. При этом, по построению, не будет пропущено
ни одно решение. Доказательство того обстоятельства,
что все полученные решения удовлетворяют остальным
коммутационным соотношениям придется оставить за
рамками этой работы. Используемый нами метод [2]
приводит к слишком громоздким выкладкам и необ-
ходим поиск иных средств.

Единственное нетривиальное коммутационное соот-
ношение, квадратичное по операторам группы Лоренца
и линейное по u, которое не задействовано для опреде-
ления операторов (6), есть

[utxvtx] + [utyvty] + [utzvtz] = 2u (12)

или, в эквивалентной форме,

u(F+F− + F−F+ + 2F 2) + (F+F− + F−F+ + 2F 2)u−
− 2F+uF− − 2F−uF+ − 4FuF − 16u = 0.

Его матричные элементы k → k ± 2, k ± 1 равны ну-
лю автоматически, а требование равенства нулю эле-
ментов k → k приводит к уравнению

2(k + 1)(2k + 3)gk+1g
′
k+1uk+1−

− {(k + 1)(2k + 3)(g2
k+1 + g′2k+1)+

+ k(2k − 1)(g2
k + g′2k )− (s′c′ − sc)2

k(k + 1)
+ 8}uk+

+ 2k(2k − 1)gkg′kuk−1 = 0,

(13)

здесь и ниже выписываем только меняющиеся в урав-
нении индексы.

Вместо прямого решения уравнения (13) удобно
предварительно рассмотреть некоторые матричные
элементы другого коммутационного соотношения,
тоже линейного по u, но кубического по оператору
группы Лоренца F

[F [F [Fu]]] = 4[Fu]или (14)

F 3u− 3F 2uF + 3FuF 2 − uF 3 + 4uF − 4Fu = 0.

Отсюда для матричных элементов преобразования
находим (s, c, k) → (s′, c′, k + 3)

g′k+1g
′
k+2g

′
k+3uk − 3gk+1g

′
k+2g

′
k+3uk+1+

+3gk+1gk+2g
′
k+3uk+2 − gk+1gk+2gk+3uk+3 = 0.

(15)

Это разностное уравнение имеет общее решение

uk = wk

k∏
sm+1

g′q
gq

, (16)

где sm = max(s, s′) и wk = ak2 + bk + d.

Аналогично, для матричных элементов
(s, c, k + 3) → (s′, c′, k) имеем уравнение

g′k+1g
′
k+2g

′
k+3uk+3 − 3g′k+1g

′
k+2gk+3uk+2+

+3g′k+1gk+2gk+3uk+1 − gk+1gk+2gk+3uk = 0.
(17)

Откуда для решения находим другой вид

uk = (ãk2 + b̃k + d̃)
k∏

sm+1

gq

g′q
. (18)

Для совпадения выражений (16) и (18) необходимо
чтобы при всех значениях k выполнялось равенство

P =
k∏

sm+1

(
g′q
gq

)2

=
ãk2 + b̃k + d̃

ak2 + bk + d
, (19)

где a, b, d и ã, b̃, d̃ есть матричные элементы с одинако-
выми индексами.

Заметим, что если s′ 6= s, s± 1, то уравнения (15,17)
формируют и граничные условия в окрестности
k = sm (а также для конечномерных представлений
при c′ 6= c, c± 1 в окрестности максимальных спинов).
При k < sm следует положить uk = 0, поскольку здесь
имеются спиноры только у одного из представлений.
Это обстоятельство приводит к тому, что представле-
ния группы Лоренца не могут участвовать в одном
представлении общей линейной группы, если их пара-
метры s и s′ отличаются более чем на 2. Аналогично,
конечномерные представления не могут быть связаны
друг с другом, если их параметры c и c′ отличаются
более чем на 2, а также они не могут быть связаны с
бесконечномерными представлениями.

Функция P = P s′
s P c′

c , где

P s′
s =

k∏
sm+1

q2 − s′2

q2 − s2
, P c′

c =
k∏

sm+1

q2 − c′2

q2 − c2
. (20)

При s′ = s : P s
s = 1. В остальных случаях

P s±1
s ∝ k±s + 1

k∓s
; P s±2

s ∝ (k±s + 2)(k±s + 1)
(k∓s)(k∓s− 1)

, (21)
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Функция P c′
c отличается от P s′

s лишь заменой пара-
метров s, s′ → c, c′. Поскольку на параметр c не нало-
жено условие неотрицательности, то, помимо случаев
c′ = c, c± 1,±2, следует учесть переходы c′ = −c, при
этом P−c

c = 1, а также

P−c±1
c ∝ k∓c + 1

k±c
; P−c±2

c ∝ (k∓c + 2)(k∓c + 1)
(k±c)(k±c− 1)

. (22)

Иные значения c′ уравнение (19) не допускает, так как
тогда в функции P c′

c присутствуют избыточные мно-
жители, зависящие от переменной k.

Зная функции P s′
s и P c′

c легко найти вид всех реше-
ний системы уравнений (15,17):

ws+2,±c
sck = a

{
k2 − (2s + 1)k + s(s + 1)

}
,

ws,±c±2
sc = a

{
k2 − (2c + 1)k + c(c + 1)

}
,

ws+1,±c±1
sck = a

{
k2 − (c + s)k + sc

}
,

ws+1,±c∓1
sck = a

{
k2 + (c− s)k − cs

}
,

ws,±c
sck = ak2 + bk + d,

ws+1,±c
sck = ak2 + (h− sa)k − hs,

ws,±c±1
sck = ak2 + (h− ca)k − hc.

(23)

Такую же зависимость от k имеют и обратные преоб-
разования (s′, c′) → (s, c).

Из соотношения (14) для матричных элементов пре-
образования (csk) → (c′s′, k + 2) имеем

(
sc

k(k + 3)
− s′c′

(k + 2)(k + 3)

)
wk+2+

+
(

2s′c′

(k + 1)(k + 3)
− 2sc

k(k + 2)

)
wk+1+

+
(

sc

k(k + 1)
− s′c′

k(k + 3)

)
wk = 0.

(24)

Подставив сюда решение (16) и разлагая полученное
выражение на множители найдем

sc(a− b) + (sc− s′c′)d = 0. (25)

Теперь возвращаемся к уравнению (13). Подставив
в него решение (16), заметим, что благодаря условию
(25) устраняются "полюсы" k−1 и (k + 1)−1. В резуль-
тате, после выделения множителя (2k + 1)−1

∏
(g′q/gq)

и приведения подобных, получим полином второй сте-

пени по k. Условиями обращения в нуль коэффициен-
тов этого полинома являются следующие уравнения

[s′2 + c′2 − s2 − c2 − 2]a + 2b = 0,

2[3s′2 + 3c′2 + s2 + c2 − (s′c′ − sc)2 − 5]a+

+ [2 + 3(s′2 + c′2 − s2 − c2)]b + 16d = 0,

2[2s2c2 − s′2c′2 − s′c′sc + s′2 + c′2 − 1]a+

+ 2[s′2 + c′2 − (s′c′ − sc)2 − 1]b+

+ [s′2 + c′2 − s2 − c2 + 8]d = 0.

(26)

Анализируя уравнения (25,26), находим, что воз-
можны только переходы (s, c) → (s, c), (s±2, c), (s, c±2),
(s ± 1, c ± 1), (s ± 1, c ∓ 1). При этом, для переходов
(s, c) → (s, c), получим2)

wk = a

(
k2 + k +

1− s2 − c2

2

)
. (27)

При некоторых значениях s имеются дополнительные
возможности (1, c) → (1,−c), (1/2, c) ↔ (1/2,−c± 1).

Отдельного рассмотрения требуют преобразования
"коротких" представлений группы Лоренца (s, s + n),
когда 0 < n ≤ 5, поскольку в этих случаях могут отсут-
ствовать некоторые из уравнений (15,17,24) при некото-
рых значениях k. Несложный анализ остающихся урав-
нений совместно с уравнением (13) показывает, что
формулы (23) верны и для коротких представлений, а
новых решений не возникает.

Соотношения (14) для матричных элементов преоб-
разования (csk) → (c′s′, k) имеют вид

pkν + qkν3 = 0. (28)

При k = 0 ограничений не возникает, поскольку ν = 0.

При ν = k 6= 0 имеем pk + qkk2 = 0 :

12(k + 1)(2k + 1)g′2k+1(sc− s′c′)wk+1+

+(k + 2)
(

(sc− s′c′)3

k2(k + 1)2
+ 4(s′c′ − sc)

)
wk+

+(2k + 1)g2
k+1[3(s′c′ − sc)k − 4sc + 6s′c′]wk+

+(2k + 1)g′2k+1[3(s′c′ − sc)k − 6sc + 4s′c′]wk = 0.

(29)

При k > 1 для выполнения уравнения (28) при всех
возможных значениях ν необходимо чтобы pk = qk = 0.

2)Заметим, что для представлений (0, 1), (1,±2) эта диагональ-
ная часть матрицы u равна нулю.
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Удобно представить эти два уравнения как систему
уравнений (29) и pk + qk(k + 1)2 = 0 :

12(k + 1)(2k − 1)g′2k−1(s
′c′ − sc)wk−1+

+(k − 1)
(

(sc− s′c′)3

k2(k + 1)2
+ 4(s′c′ − sc)

)
wk−

−(2k − 1)g2
k[3(s′c′ − sc)k + sc− 3s′c′]wk−

−(2k − 1)g′2k[3(s′c′ − sc)k + 3sc− s′c′]wk = 0.

(30)

Уравнения (29,30) выполняются лишь для
весьма ограниченного списка переходов3):
(0, c) → (0, c), (0, c± 2), (s, 0) → (s, 0), (s± 2, 0),
(1, 2) À (1,−2).

Таким образом, анализ линейных по u коммутаци-
онных соотношений приводит к следующей зависимо-
сти от k для матричных элементов u-преобразований:

us,0
s,0

(
k2 + k +

1− s2

2

)
,

us±2,0
s,0

√
k±s + 2

√
k±s + 1

√
k∓s

√
k∓s− 1,

u0,c
0,c

(
k2 + k +

1− c2

2

)
,

u0,c±2
0,c

√
k±c + 2

√
k±c + 1

√
k∓c

√
k∓c− 1.

(31)

Амплитуды usc
s′c′ определятся из квадратичных по

u коммутационных соотношений. Простейшее такое со-
отношение есть

[u[uut
z]] = ut

zu2 − 2uut
zu + u2ut

z = 16ut
z. (32)

Его матричные элементы sck→s′′c′′k есть

ν
∑

p′
(cs− 2c′s′ + c′′s′′)up′′

p′kup′

pk = 16csδn′
n δc′

c δs′
s ν. (33)

Отсюда для переходов (1, 2) À (1,−2) при надлежащем
выборе базиса находим u1,−2

1,2 = u1,2
1,−2 = 1. Для осталь-

ных переходов это уравнение выполнено тривиально.

Для матричных элементов csk→c′′s′′, k + 1 имеем
∑

p′
{up′′

p′,k+1u
p′

p,k+1gk+1 − 2up′′

p′,k+1u
p′

pkg′k+1+

+up′′

p′kup′

pkg′′k+1} = 16gk+1δ
n′
n δc′

c δs′
s .

(34)

3)Отметим, что соотношения (14) для матричных элементов
преобразования (csk) → (c′s′, k ± 1) приводят к двум еще более
громоздким уравнениям, которые, однако, не дают дополнитель-
ных ограничений.

Заметим, что эти уравнения имеют, очевидно,
решения, эквивалентные тензорам произвольного
ранга, законы преобразования которых известны.
Так, скаляр группы Лоренца, представление (0, 1),
может остаться скаляром и относительно группы
GL(4,R), при этом u = 0. Вектор группы Лоренца Ai,

представление (0, 2), может остаться вектором группы
GL(4,R). Для всех остальных представлений группы
Лоренца матрица u обязательно имеет недиагональные
элементы. Так, антисимметричный тензор электромаг-
нитного поля F ik разлагается на две части ±E + iB,

преобразующиеся по разным представлениям груп-
пы Лоренца (1,±2). Симметричный тензор группы
GL(4,R) Aik состоит из двух частей, преобразующих-
ся по различным представлениям группы Лоренца.
Комбинация его компонент Att −Axx −Ayy −Azz

является скаляром (0,1), а совокупность комбинаций
Axx −Ayy±i(Axy + Ayx), Azx + Axz±i(Azy + Ayz),
Axx + Ayy − 2Azz Atx + Axt±i(Aty + Ayt), Atz + Azt,

3Att −Axx −Ayy −Azz, преобразуются по представле-
нию, эквивалентному представлению группы Лоренца
(0,3). Вообще, нетрудно убедиться, что u-оператор для
симметричных тензоров произвольного ранга имеет
лишь матричные элементы (0, n) À (0, n), (0, n ± 2).
Найдем все решения системы уравнений (34)4) при
таком ограничении на матрицу u.

Согласно (31) действие оператора u на скалярную
функцию есть uf0,1,0,0 = 2

√
3u0,3

0,1f0,3,0,0, и уравнения
(33,34) для переходов (0, 1) ¿ (0, 3) выполняются три-
виально, не накладывая никаких ограничений. Поэто-
му, если u0,3

0,1 = 0, то представление остается скалярным
и относительно группы GL(4,R). Если же u0,3

0,1 6=0, то
уравнения (34) для перехода (0, 3) → (0, 3) есть

3u3
1u

1
3 + u3

3u
3
3 − 195u3

5u
5
3 =4, (k = 0),

u3
3u

3
3 − 20u3

5u
5
3 =1, (k = 1).

(35)

Если u5
3 = 0, то u3

1u
1
3 = u3

3u
3
3 = 1. Поскольку детер-

минант матрицы u3
1 отличен от нуля, то базис можно

выбрать так, что u3
1 = 1, тогда и u1

3 = 1. Нетрудно убе-
диться, что оставшейся после этого свободы достаточно
для приведения u3

3 к диагональному виду. Тогда, в силу
условия (u3

3)
2 = 1, на диагонали этой матрицы могут

стоять либо +1, либо −1, что означает наличие двух
представлений u3

3 ± 1 с кратностью равной единице.

В случае u3
3 = 1 имеем: uf0,1,0,0 = 2

√
3f0,3,0,0,

uf0,3,0,0 = 2
√

3f0,1,0,0 − 4f0,3,0,0, uf0,3,1,ν = −2f0,3,1,ν ,
4)Уравнения (33) для цепочки (0,n) удовлетворены тривиаль-

но.
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uf0,3,2,ν = 2f0,3,2,ν . Это представление, как нетрудно
убедиться, эквивалентно симметричному тензору
второго ранга Aik.

Для выполнения соотношений (34) при n > 3 и всех
допустимых значениях k необходимо удовлетворение
четырех разностных (по переменной n) уравнений

(n + 3)un+2
n+2u

n+2
n − (n− 1)un+2

n un
n = 0, (36)

(n− 3)un−2
n−2u

n−2
n − (n + 1)un−2

n un
n = 0, (37)

(n + 2)un
n+2u

n+2
n − (n− 2)un

n−2u
n−2
n + un

nun
n = 0, (38)

(n− 2)(n− 1)2un
n−2u

n−2
n −

−(n + 2)(n + 1)2un
n+2u

n+2
n = 4.

(39)

Введем новую величину ũn
n = un

n(n2 − 1), при n ≥ 3.

Тогда уравнения (36,37) принимают вид

ũn+2
n+2u

n+2
n − un+2

n ũn
n = 0,

ũn−2
n−2u

n−2
n − un−2

n ũn
n = 0.

(40)

Нетрудно убедиться, как и при решении системы
(35), что здесь возможна лишь кратность единица.
Пользуясь свободой в выборе базисных функций fnkν

(замена fnkν → λnfnkν) можно добиться выполнения
равенства un+2

n = un
n+2, и из уравнений (36-39) найдем

u0,n
0,n =

2α

n2 − 1
, u0,n+2

0,n =

√
α2 − (n + 1)2

(n + 1)
√

n(n + 2)
. (41)

где α – некоторое комплексное число. Если α равно
натуральному четному числу n∗, то цепочка разрыва-
ется un∗+1

n∗−1 = un∗−1
n∗+1 = 0. При этом формулы (41) при

n < n∗ задают представление эквивалентное тензору
ранга n∗ − 1, а при n > n∗ – бесконечномерное пред-
ставление ("хвост" тензорного представления).

При выводе формул (41) мы обсуждали цепочку
нечетных чисел n. Очевидно, однако, что эти формулы
верны и для случая четных n, и, более того, формулы

u0,c
0,c =

2α

c2 − 1
, u0,c+2

0,c =

√
α2 − (c + 1)2

(c + 1)
√

c(c + 2)
. (42)

верны для цепочки представлений группы Лоренца ви-
да ... (0, c− 2), (0, c), (0, c + 2), ... где c – произвольное
комплексное число.

В силу формальной инвариантности всех обсуждае-
мых уравнений относительно замены sÀc, существуют

и представления группы GL(4,R), в которых "сцепле-
ны" лишь представления группы Лоренца (s, 0)5):

us,0
s,0 =

2α

s2 − 1
, us+2,0

s,0 =

√
α2 − (s + 1)2

(s + 1)
√

s(s + 2)
. (43)

При полуцелых s параметр α может быть лю-
бым комплексным числом. При целых же s необ-
ходимо устранить особенности в формулах (43) при
s = 0, 1. При нечетных s допустимы лишь значения
α = 0,±2,±4, ... и s ≥ |α|. При четных s параметр α

может быть любым нечетным числом ±1,±3, ... . Ес-
ли α = ±1, то в представлении участвует вся цепоч-
ка s = 0, 2, 4, ... . Если |α| > 1, то цепочка оборвана и
s ≥ |α|.

Если параметр масштабного преобразования µ мни-
мый (или равен нулю), то все преобразования группы
GL(4,R) сохраняют неизменной положительно опреде-
ленную форму

∑
f∗skνfskν (т.е. представление является

унитарным) в следующих случаях (43): 1) α = 0, спины
произвольны, 2) α мнимое, спины полуцелые.

По мнению автора, то обстоятельство, что лишь
часть представлений группы Лоренца оказались вос-
требованы в группе GL(4, R), не может считаться удо-
влетворительным.
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