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Часть 1: Идеальный ферми-газ при T=0
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Напоминание 1: Ферми- и бозе-частицы.

Классическая статистика 
Больцмана

n∝e−E /T

n=e−( E−μ)/T

Квантовая статистика: ферми- и бозе- частицы

бозе-частицы (бозоны)

целый спин;
произвольное число 
частиц в одном состоянии.

n=
1

e(E−μ)/T−1

ферми-частицы (фермионы)

полуцелый спин;
не более одной частицы в 
одном состоянии.

n=
1

e(E−μ)/T+1



Напоминание 2: Химический потенциал

В термодинамике химпотенциал - функция состояния, 
«цена» добавления очередной частицы к системе

d U=....+μ d N
d F=....+μd N

μ=(∂U
∂ N )

S ,V

=(∂ F
∂N )

T ,V

=...



Напоминание 2: Химический потенциал

В термодинамике химпотенциал - функция состояния, 
«цена» добавления очередной частицы к системе

d U=....+μ d N
d F=....+μd N

μ=(∂U
∂ N )

S ,V

=(∂ F
∂N )

T ,V

=...

Следствие: в системе с «подстраивающимся» 
числом частиц (например — фононы) в равновесии 
энергия минимальна и химпотенциал равен нулю.
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На одно состояние (2π)3
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Заполнение состояний при T=0.
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Сравнение с другими (уже изученными) 
волновыми векторами

модель Дебая для фононов модель Ферми-газа

дебаевский 
волновой 
вектор
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π
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Сравнение с другими (уже изученными) 
волновыми векторами

модель Дебая для фононов модель Ферми-газа

дебаевский 
волновой 
вектор

kD=
3√6 π2n
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волновой 
вектор

k F=
3√3π2n

количество фермионов (спин 1/2) в 
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граница зоны Бриллюэна

k Бр∼
π
a

∼π 3√n

Все характерные 
волновые вектора 
одного порядка! 



Энергия Ферми и импульс Ферми. 
Порядки величины для металлов.
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Энергия Ферми и импульс Ферми. 
Порядки величины для металлов.

pF=ℏ k F импульс Ферми

энергия ФермиE F=
ℏ2 k F

2

2m
= ℏ2

2m
(3π2n)2/3

для типичного металла: постоянная решётки 2Å, 
концентрация электронов 1023 1/см3

скорость Ферми

k F≃10
81/см E F≃5⋅10

−12 эрг≃3эВV F≃1000 км/сек

V F=
∂E
∂ p⃗ ∣

E=E F

=
pF
m

=√ 2 E F

m
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Часть 2.Вырожденный ферми-газ 



Идеальный ферми-газ при конечной 
температуре.
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Идеальный ферми-газ при конечной 
температуре.

n (E)= 1

e
E−μ
T + 1

T=0

T=0.01

T=0.1

T=1 при T<0.1μ «ступенька» 
сохраняется — 

вырожденный ферми-
газ



Зависимость химпотенциала от 
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Часть 3. Энергия и давление ферми-
газа, фотоэффект и термо-ЭДС



Энергия и давление нерелятивистского 
ферми-газа при T=0.
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Энергия и давление нерелятивистского 
ферми-газа при T=0.

E=∫
0

E F

E D(E)dE= 3N

2 E F
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E3/2dE=3
5
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P=−∂E
∂V P=− ∂

∂V [ 35 N E F
(0)(V

(0 )

V )
2 /3]=25 n EF

для параметров типичного 
металла:
1011 дин/см2=108 Па=1000 атм

в нейтронных звёздах это 
давление противостоит 
гравитационному сжатию



Ферми-газ и работа выхода.

металл
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Ферми-газ и работа выхода.

металл

электрон
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Ферми-газ и работа выхода.

металл

электрон

U (x )=−
e2

2x

xmin∼λdB=
2π
k

U min∼−
e2 k F

4 π
=− e2

3√3π2n
4π

≃−e2

4
3√n

n≃10231/см3

A=1.7 эВ



Работа выхода разных металлов.



Зависимость количества фотоэлектронов 
от их энергии.

Слева: схема спектра электронов в металле и связь спектра электронов в металле с 
энергетическим спектром фотоэлектронов. Справа: граница спектра фотоэлектронов из 
серебряного фотокатода, отражающая форму функции распределения при комнатной 
температуре.

Stefan Hüfner, Photoelectron Spectroscopy: Principles and Applications, 
1995



Электрохимический потенциал
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Электрохимический потенциал

T A>T B
AA B

μ(T )=μ0(1− π2

12
T 2

μ0
2)

В равновесии должен быть постоянен 
электрохимический потенциал

μ̃=μ+qφ=μ−eφ

e
∂φ
∂ x

=
2
3

μ0
n

∂n
∂ x

−π2

6
T
μ0

∂T
∂ x

- +



Контактная разность потенциалов



Контактная разность потенциалов

μ(T )≈μ0(1−π2

12
T 2

μ0
2 )

eΔ ϕBA=e(ϕB−ϕA)=μB−μA=

=μ0
(B )(1−π2

12
T 2

(μ0
(B ))2)−μ0

( A)(1−π2

12
T 2

(μ0
(A ))2)=

=(μ0(B)−μ0
( A))+ π2

12 ( 1μ0( A)−
1

μ0
( B))T 2

μ(x)−e ϕ( x)=const

Контактная разность потенциалов



ТермоЭДС

eΔϕBA=(μ0(B)−μ0
( A))+ π2

12( 1μ0(A)
− 1

μ0
(B ))T 2

eΔϕV=
π2

6 ( 1μ0( B)−
1

μ0
(A))T ΔT



ТермоЭДС

eΔϕBA=(μ0(B)−μ0
( A))+ π2

12( 1μ0(A)
− 1

μ0
(B ))T 2

eΔϕV=
π2

6 ( 1μ0( B)−
1

μ0
(A))T ΔT

~0.1 1/эВ

 25 мэВ

 1К=10-4эВ

● постоянная термопары: ~ мкВ/К, 
● зависит от температуры!
● медь-константан: 43 мкВ/К





Часть 4. Теплоёмкость ферми-газа



Теплоёмкость вырожденного ферми-
газа.
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Теплоёмкость вырожденного ферми-
газа.

Δ E≃T

D(E F )=
3N
2E F

E (T )−E0≃D(E F)T
2=

=
3
2
N
T 2

E F

C (T )≃k B
T
T F

Точный результат

C=π2

2
N
k B
2 T

EF

=π2

3
D(EF )k B

2 T



Связь теплоёмкости с массой частицы.

Cμ=π2

2
R
k BT

E F

=π2 Rm
k BT

ℏ2(3π2n)2 /3
=γT

C=π2

2
N
k B
2 T

EF

=π2

3
D(EF )k B

2 T



Связь теплоёмкости с массой частицы.

Cμ=π2

2
R
k BT

E F

=π2R m
k BT

ℏ2(3π2n)2/3
=γ T

m∗

m0
=( 3π )2/3 ℏ2n2 /3

k Bm0

×
γ
R

C=π2

2
N
k B
2 T

E F

=π2

3
D(E F) k B

2 T



Теплоёмкости металлов.

Слева: теплоёмкость меди при низких температурах. 
Справа: теплоёмкость алюминия в нормальной и 
сверхпроводящей фазах (для измерения в нормальной 
фазе переход в сверхпроводящее состояние 
подавлялся магнитным полем).

C=γT + βT 3

F.Pobell, Matter and Methods at Low Tempertaures, 2007



Теплоёмкости металлов.

F.Pobell, Matter and Methods at Low Tempertaures, 2007

Слева: теплоёмкость меди при низких температурах. 
Справа: теплоёмкость алюминия в нормальной и 
сверхпроводящей фазах (для измерения в нормальной 
фазе переход в сверхпроводящее состояние 
подавлялся магнитным полем).

C=γT + βT 3

m*/m
0
=
для меди 1.37, 
для золота 1.08, 
для серебра 0.995, 
для алюминия 4.45



Теплоёмкость жидкого гелия-3

Cμ

RT
≈2.75

1
K
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Часть 5. Квазичастичное описание 
вырожденной ферми-системы
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e(E−μ)/T+ 1
= 1

eεч /T+ 1
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εа=
p F
2

2m
−

p2

2m
=V F ( pF− p)

n=1−
1

e(E−μ)/T+1
=

1

e(μ−E )/T+1
=

=
1

e
εа /T+1

У «частиц» и «античастиц» 
фермиевская статистика с 
нулевым химпотенциалом



Вычисление теплоёмкости на языке 
элементарных возбуждений

E=2∫
0

∞

εn (ε)D(ε)d ε

C=
dE
dT

=2D(E F)∫
0

∞

ε
∂ n(ε)
∂T

d ε=2T D(E F)∫
0

∞ x2e x dx

(e x+1)2
=

=4TD(E F )∫
0

∞ ξ2

ch2ξ
d ξ=π2

3
D(EF )T
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Критерий идеальности ферми-газа

U≪E F

e2

a
∼e2n1/3≪E F∼

ℏ2

m
n2/3

n≫( e2mℏ2 )
3

∼10241 /см3



Главное на лекции

● Фермиевские импульс и энергия
● Теплоёмкость ферми газа
● Эффективная масса частицы
● Квазичастицы 

m∗

m0
=( 3π )2/3 ℏ2n2 /3

k Bm0

×
γ
R

C=π2

2
N
k B
2 T

E F

=π2

3
D(E F) k B

2 T

k F=
3√3π2n

k
F
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