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Введение

Благодаря тому, что ядра 3He обладают спином 1/2, одним из основных

инструментов изучения 3He является метод ядерного магнитного резонанса

(ЯМР). Применение импульсного метода ЯМР основано на исследовании одно-

родной прецессии спина в постоянном магнитном поле. Прецессирующий спин

наводит в приемных катушках регистрируемый сигнал индукции (рис.1). В

сверхтекучем 3He прецессия спина имеет существенную особенность. Одновре-

менно со спином в прецессии участвует параметр порядка. В 3He реализуется

p-спаривание с орбитальным моментом равным 1, поэтому параметром порядка

является комплексная матрица 3× 3, в дальнейшем Aµj. Структуру параметра

порядка удобно описывать набором векторов dµ(k̂) = Aµjk̂j в спиновом про-

странстве, где k̂j - единичный вектор в направлении волнового вектора (рис.2).

Совместная прецессия спина и параметра порядка описывается уравнениями

Леггетта [1]:

Ṡ = gS×H + ND,

ḋ(k̂) =

(
g2S

χ
− gH

)
× d(k̂), (1.1)

где H - внешнее магнитное поле, S - вектор спина, g - гиромагнитное отно-

шение для ядер 3He, χ - магнитная восприимчивость, которая для простоты

�

�

�

Рис. 1.

Схема импульсного ЯМР. Прецессирующий спин наводит в приемных катушках регистриру-

емый сигнал индукции
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Рис. 2.

Совместная прецессия спина и параметра порядка. Здесь β - угол отклонения намагничен-

ности от направления магнитного поля, α - фаза прецессии в покоящейся системе координат.

В системе координат, вращающейся с ларморовской частотой, прецессия параметра порядка

(набора векторов d(k̂)) происходит вокруг направления спина

считается изотропной, ND - момент дипольных сил. Первое уравнение в (1.1)

описывает прецессию спина в магнитном поле. Влияние параметра порядка на

движение спина происходит за счет момента дипольных сил. Соответствующая

энергия спин-орбитального взаимодействия возникает в результате взаимодей-

ствия магнитных дипольных моментов ядер 3He и зависит от структуры пара-

метра порядка:

UD ∼
∫
| n · d(n) |2 dΘn

4π
. (1.2)

Отношение дипольной энергии к зеемановской энергии задается параметром

Ω2/ω2
L, где Ω - частота продольного резонанса, ωL = −gH - ларморовская часто-

та. Естественным образом возникают две асимтотические области: Ω2/ω2
L À 1

и Ω2/ω2
L ¿ 1. Для случая Ω2/ω2

L À 1 движение намагниченности в основном

определяется моментом дипольных сил и существенно зависит от конкретного

вида UD. В описываемой ниже теории будет рассматриваться случай больших

магнитных полей, то есть Ω2/ω2
L ¿ 1. В этом случае периодические решения

представляют собой ларморовскую прецессию, возмущенную действием диполь-

ных сил. Отметим, что именно благодаря второму члену в правой части первого

уравнения возникает возможность идентификации сверхтекучих фаз 3He и раз-
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личных текстур параметра порядка, возникающих из-за влияния стенок.

В чистом 3He экспериментально подтверждено существование двух сверхте-

кучих фаз: A-фазы и B-фазы. Параметром порядка A-фазы является матрица

Aµj =
∆√
2
dµ (mj + inj) , (1.3)

∆ – амплитуда параметра порядка, dµ – единичный вектор в спиновом про-

странстве, mj, nj – взаимно-ортогональные единичные вектора в орбитальном

пространстве. Параметр порядка B-фазы задается произвольной матрицей вра-

щения R(n, θ):

Aµj = eiϕ ∆√
3
R(n, θ), (1.4)

где n – направление вращение, θ – угол вращения, ϕ – фаза параметра порядка.

Фазовая диаграмма для чистого 3He показана на рис.3.

В первой главе диссертации будет рассматриваться прецессия спина в B-фазе
3He, которая имеет существенные особенности. При температурах T ≥ 0.4Tc,

где Tc - температура перехода 3He в сверхтекучее состояние, сигнал индукции,

а стало быть и однородная прецессия, существуют аномально долго – во много

раз дольше, чем время расфазировки спина из-за остаточной неоднородности

магнитного поля. При T ∼ 0.4Tc происходит переход к другому режиму, когда

сигнал индукции, наоборот, исчезает очень быстро. Этот быстрый распад пре-
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Рис. 3.

Схематическое представление фазовой диаграммы 3He
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цессии впервые наблюдался в работе [2] и был назван катастрофической релак-

сацией. Таким образом, катастрофическая релаксация ограничивает возмож-

ность применения импульсного ЯМР в 3He при самых низких температурах.

В то время как аномально долгий сигнал индукции уже давно количественно

объяснен образованием двухдоменной когерентно прецессирующей структуры,

для катастрофической релаксации до недавнего времени отсутствовало даже

качественное объяснение.

В настоящей работе предлагается объяснение катастрофической релаксации

основанное на неустойчивости однородной прецессии спина по отношению к

распаду на параметрически возбуждаемые спиновые волны с противополож-

ными волновыми векторами [26, 27] (суловская неустойчивость [4]). Особенно-

стью неустойчивости в 3He-В является то, что речь идет о свободной прецессии

намагниченности с большими начальными углами отклонения β ∼ 100o. Под

спиновыми волнами в этом случае следует понимать малые пространственные

возмущения прецессии.

Быстрый распад прецессии наблюдался также в uudd-фазе твердого 3He [5]

и тоже был объяснен возникновением суловской неустойчивости. Следует за-

метить, однако, что количественная интерпретация результатов, относящихся

к области неустойчивости прецессии, в цитируемой работе, основана на моди-

фикации теории [6], построенной для непрерывного ЯМР и потому применима

лишь при малых углах отклонения спина от направления магнитного поля. В

нашем анализе это предположение не используется и он применим при произ-

вольных углах между спином и магнитным полем. Исследованию устойчивости

когерентной прецессии при низких температурах будет посвящена первая глава

данной работы.

Вторая часть диссертации посвящена вопросу о влиянии немагнитных приме-

сей на сверхтекучесть с нетривиальным куперовским спариванием, который вы-

зывает в настоящее время большой интерес. Для случая сверхтекучего 3He ис-
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следование данного вопроса наталкивается на существенные трудности. Сверх-

текучий 3He представляет из себя идеально чистую систему. Любой объект по-

мещенный в сверхтекучий 3He увеличивает энергию системы. Это приводит

к тому, что все несвязанные между собой примеси выталкиваются из 3He и

"вымораживаются" на стенках экспериментальной ячейки. Чтобы преодолеть

возникающие трудности, было предложено в качестве связанных между собой

примесей в 3He использовать аэрогель. Аэрогель представляет из себя прозрач-

ный, с очень маленькой плотностью материал, состоящий из агрегатов частиц

двуокиси кремния (SiO2). Принято описывать аэрогель как жесткий каркас из

нитей SiO2 c средним диаметром 3 − 5 нм (рис.4). Занимаемый самим кар-

касом объем, гораздо меньше полного объема аэрогеля. Для используемых в

экспериментах аэрогелей объем пор, т.е. пустого пространства внутри аэрогеля,

составляет 97% − 99% от полного объема. Эта величина называется пористо-

стью аэрогеля и в дальнейшем будет обозначаться буквой P . Особый интерес

представляет микроструктура аэрогеля. Так как частицы SiO2 связаны между

Рис. 4.

Компьютерная симуляция микроструктуры аэрогеля [7]. Простейшая модель аэрогеля, когда

он состоит из одинаковых сферических частиц диаметром 3 нм. Частицы соединены в цепоч-

ки которые пространственно скоррелированы на расстоянии 30 нм. Вычисленная средняя

геометрическая длина свободного пробега равна 200 нм
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собой в нити и образуют жесткий каркас, то на некотором расстоянии между

частицами существуют корреляции. Расстояние на котором эти корреляции спа-

дают называется радиусом корреляции аэрогеля, далее R. Для используемых

аэрогелей это расстояние может быть порядка R ∼ 10− 100 нм. На расстояни-

ях ме́ньших радиуса корреляций аэрогель, по сути, неоднороден, а на бо́льших

расстояниях его можно считать однородным. Благодаря тому, что образование

геля ограничено процессами диффузии частиц SiO2 в растворе, неоднородность

аэрогеля на длине корреляций описывается фрактальным распределением ча-

стиц SiO2, т.е. частицы аэрогеля на этом расстоянии образуют фрактальный

кластер. При фрактальном распределении частиц парная функция корреляций

спадает степенным образом, и как следствие средняя массовая плотность веще-

ства в сфере радиуса r спадает по закону:

ρ(r) ∼
(

1

r

)3−D

, (1.5)

где D – фрактальная размерность кластера. Для используемых в эксперимен-

тах с 3He аэрогелей фрактальная размерность лежит в интервале 1.6÷1.8. Ещё

одной характеристикой аэрогеля является средняя геометрическая длина сво-

бодного пробега, которая соответствует длине свободного пробега квазичастиц
3He при упругом рассеянии на нитях аэрогеля. Важно отметить, что средняя

геометрическая длина пробега зависит не только от плотности аэогеля и ради-

уса образующих его частиц, но и от фрактальной размерности. Параметр 3−D

характеризует открытость фрактального кластера. Если 3−D > 1, то кластер

является открытым объектом, т.е. произвольная прямая линия насквозь про-

ходит через объект без пересечений с ним. Используемые аэрогели обладают

указанным свойством. Для 98, 2% аэрогеля длина свободного пробега равняет-

ся примерно ltr = 140 нм, что больше радиуса корреляций аэрогеля.

Для исследования свойств сверхтекучего 3He в аэрогеле важным является

сравнение характерных длин, описывающих аэрогель, и длины когерентности
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Рис. 5.

Подавление температуры сверхтекучего перехода в зависимости от давления. Эксперимен-

тальные данные: [C.U.] - [12], [N.U.] - [11]. Теоретическая кривая - [10]

сверхтекучего 3He – ξ0 = h̄vF/2πTc. Длина когерентности ξ0 зависит от давле-

ния и меняется от 16 нм при высоких давлениях вблизи кривой плавления до 77

нм при нулевом давлении. Таким образом, длина когерентности всегда заведомо

больше радиуса частиц, образующих аэрогель, и порядка радиуса корреляций

аэрогеля. При исследовании сверхтекучести последнее отношение является наи-

более важным.

Одной из главных особенностей сверхтекучести 3He в аэрогеле является по-

нижение температуры сверхтекучего перехода (рис.5). Самой простой моделью

для описания понижения температуры перехода является модель однородного

рассеяния (МОР), которая является обобщением теории сверхпроводящих спла-

вов Абрикосова-Горькова [8] на случай p-спаривания. В данной модели считает-

ся, что в объеме ξ3
0 (объем куперовской пары) находится большое число приме-

сей и распределение примесей однородно, т.е. флуктуации числа частиц в объеме

не учитываются. За счет рассеяния квазичастиц на примесях, каждая из при-

месей создает маленький по сравнению с энергией конденсации возмущающий

потенциал. Рассматривая все примеси независимыми друг от друга, можно про-
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извести усреднение суммарного возмущающего потенциала примесей по объему,

что дает средний сдвиг температуры перехода. В этом случае в теорию входит

лишь один параметр ξ0/ltr, (ξ0/ltr ¿ 1), т.е. корреляции в расположении частиц

не учитываются. Очевидно, что сделанные предположения выполняются для

аэрогеля, только если длина когерентности много больше радиуса корреляций

аэрогеля, т.е. область применения данной теории лежит в области низких дав-

лений. Для высоких давлений распределение примесей в объеме ξ3
0 будет неод-

нородным и необходимо учитывать корреляции в расположении частиц, чтобы

описать данную неоднородность. Учет влияния корреляций в расположении ча-

стиц, образующих аэрогель, на температуру сверхпроводящего перехода был

сделан в работе [9]. Полученная в указанной работе формула для понижения

температуры перехода описывает переход между двумя предельными случаями

R À ξ0 (высокие давления) и R ¿ ξ0 (низкие давления). Ранее такая же фор-

мула была эвристически предложена в работе [10], в которой авторы показали

ее полное соответствие экспериментальным данным (рис.5).

В слабых магнитных полях наблюдаются две сверхтекучие фазы 3He в аэро-

геле, которые были названы A-подобная и B-подобная фазы. Было установлено,

что B-подобная фаза аналогична "обычной" объемной фазе 3He, т.е. ее пара-

метр порядка соответствует параметру порядка объемной B-фазы. Основным

кандидатом для A-подобной фазы в настоящее время является разупорядочен-

ное состояние типа Имри-Ма состояния для параметра порядка АБМ-фазы.

Было показано, что ЯМР свойства такого состояния отличаются от свойств объ-

емной АБМ-фазы. Однако экспериментально было обнаружено, что для неко-

торых образцов аэрогеля ЯМР свойства A-подобной фазы не соответствуют

Имри-Ма состоянию. Дальнейшие исследования показали, что указанные об-

разцы аэрогеля были одноосно сжаты на 1 − 2% и в этом случае A-подобная

фаза ведет себя как объемная АБМ-фаза с определенной ориентацией парамет-

ра порядка [13]. Таким образом возник интересный вопрос о влиянии глобальной
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анизотропии аэрогеля на выбор состояния сверхтекучего 3He в аэрогеле и на

ориентацию параметра порядка.

Во второй и третьей главах диссертации будет изучаться вопрос о вызванном

анизотропным аэрогелем расщеплении температуры сверхпроводящего перехо-

да. Это означает, что различные компоненты параметра порядка, отличающие-

ся орбитальными индексами, обладают различной энергией в деформированном

аэрогеле. Вызванное одноосно-деформированным аэрогелем маленькое по отно-

шению к общему сдвигу расщепление температуры перехода в итоге приводит

к возникновению ориентационной энергию, которая и вычисляется. Во второй

главе данный вопрос исследован в рамках МОР. Однако неявно учет корреля-

ций в расположении частиц все-таки произведен. Это выражается в том, что

аэрогель считается состоящим из однородно распределенных в пространстве

цилиндров и поэтому рассеяние отдельных элементов аэрогеля является анизо-

тропным. В работе [14] было показано, что глобальная анизотропия аэрогеля мо-

жет приводить к подавлению поперечных флуктуаций параметра порядка (под

поперечными флуктуациями здесь подразумеваются флуктуации возникающие

из-за поворота параметра порядка). В рамках указанной выше модели во второй

главе диссертации оценен параметр, равный отношению амплитуды попереч-

ных флуктуаций параметра порядка к амплитуде среднего параметра порядка.

Если указанный параметр порядка 1, то описание в рамках теории Гинзбурга-

Ландау становится неприменимым. В этом случае флуктуации возмущающего

поля аэрогеля могут привести к возникновению разупорядоченного состояния.

В третьей главе рассмотрена другая модель аэрогеля, с изотропным рассеянием

частиц образующим аэрогель, явным образом учитывающая корреляции меж-

ду частицами, формирующими аэрогель. Данная модель является обобщением

модели предложенной в работе [9] на случай анизотропного аэрогеля. Вторым

отправным пунктом третьей главы является недавнее экспериментальное изуче-

ние введения глобальной анизотропии в аэрогель, описанное в работе [15]. Най-
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денное авторами соотношение, описывающее изменение в корреляциях частиц

при одноосном сжатии аэрогеля, будет непосредственно использоваться. В рам-

ках данной модели найдена ориентационная энергия B-подобной и A-подобной

фаз. Для B-подобной фазы найдена минимальная деформация приводящая к

ориентации параметра порядка отличным от объемного случая образом.

Результаты диссертации опубликованы в [26, 27, 40, 41], были доложены на

семинарах ИФП РАН, а так же следующих конференциях:

1. Международная конференция по квантовым жидкостям и кристаллам,

QFS2006, Киото, Япония, 2006 г.

2. XXXIV Совещание по физике низких температур, НТ34, Сочи, Россия,

2006 г.

3. Международная конференция по квантовым жидкостям и кристаллам,

QFS2007, Казань, Россия, 2007 г.

4. Международная конференция по сверх-низкотемпературной физике,

ULT2008, Лондон, Великобритания, 2008 г.

5. Международная конференция по квантовым жидкостям и кристаллам,

QFS2009, Чикаго, США, 2009 г.

6. XXXV Совещание по физике низких температур, НТ35, Черноголовка,

Россия, 2009 г.

7. Научные конференции МФТИ, Москва, Россия, 2006-2008 гг.
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Глава 1

Параметрическая неустойчивость когерентной
прецессии в сверхтекучем 3He−B

1.1 Катастрофическая релаксация. Эксперимент.

В сверхтекучей В-фазе 3He, в отличие от А-фазы, длинноволновые возмуще-

ния не разрушают пространственно однородную прецессию намагниченности

[16, 17]. Прецессия устойчива по отношению к таким возмущениям, если на-

чальный угол отклонения намагниченности β > θ0, где θ0 = arccos(−1/4) и

маргинально устойчива, если β ≤ θ0 [17]. Тем не менее, при низких температу-

рах T < 0, 3÷0, 4Tc однородная прецессия в обоих случаях быстро распадается.

Такой распад впервые наблюдался в экспериментах [2, 18] и был назван ката-

строфической релаксацией. Отметим, что несмотря на то, что в указанных двух

случаях движение намагниченности описывается разными решениями уравне-

ний спиновой динамики, наличие неустойчивости в обоих случаях говорит о

неустойчивости самого класса периодических решений, т.е. когерентной прецес-

сии.

Более важным с экспериментальной точки зрения является наблюдение ка-

тастрофической релаксации для случая β > θ0. При наличии небольшого про-

дольного градиента магнитного поля для углов отклонения β > θ0 минимуму

энергии системы соответствует решение, которое в литературе называется Од-

нородно Прецессирующим Доменом, далее ОПД. В экспериментах такой слу-

чай характеризуется тем, что образуется двухдоменная структура: в области с

ме́ньшим магнитным полем намагниченность прецессирует с углами отклоне-

ния чуть превышающими θ0 (ОПД), а в области с бо́льшим магнитным полем

намагниченность параллельна магнитному полю (рис.1).

Время жизни ОПД гораздо больше времени, определяемого расфазировкой
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Рис. 6.

Схематичное представление двухдоменной прецессирующей структуры. Стрелки указывают

мгновенное направление намагничености. Кружками обозначены траектории, которые опи-

сывает конец вектора намагниченности во время прецессии

из-за неоднородности магнитного поля. Магнитная релаксация ОПД описывает-

ся спиновой диффузией через узкую доменную стенку и объемной релаксацией

Леггетта-Такаги [19]. На рисунке 2. представлена амплитуда сигнала индук-

ции ОПД при различных температурах. Вначале, при понижении температуры

длительность сигнала индукции немного увеличивается вследствие того, что за-

Рис. 7.

Амплитуда сигнала индукции при разных температурах. Давление 20 Бар, постоянное маг-

нитное поле 142 Э, продольный градиент магнитного поля 1 Э/см [2]
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тухание из-за спиновой диффузии уменьшается. Однако уже при T = 0.417Tc

наблюдается резкое уменьшение длительности сигнала, что говорит о развитии

неустойчивости.

В экспериментах [18] было показано, что неустойчивость прецессии с углами

β ≤ θ0 при тех же условиях наступает раньше, чем для ОПД. Вывод о том,

что прецессия намагниченности в ОПД более стабильна можно сделать так же

из экспериментов [20], в которых ОПД заполнял экспериментальную ячейку

целиком. В этом случае ОПД становился неустойчивым при более низкой тем-

пературе.

Одно из количественных описаний неустойчивости было получено в рабо-

те [21]. Авторы указанной работы показали, что температуру катастрофиче-

ской релаксации можно понизить, увеличив постоянное магнитное поле. Зави-

симость температуры катастрофической релаксации, от величины магнитного

поля представлена на рисунке 3. Следует сразу оговориться, что за температу-

ру катастрофической релаксации авторы брали температуру, при которой время

Рис. 8.

Зависимость отношения температуры катастрофической релаксации к температуре сверхте-

кучего перехода от величины магнитного поля. Измерения выполнены при давлении 31 Бар

и продольном градиенте магнитного поля 0.2 Гс/см [21]
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жизни ОПД уменьшалось вдвое от максимального значения.

Суммируя все вышесказанное, можно выделить следующие эксперименталь-

ные факты относительно катастрофической релаксации:

1. Однородная прецессия при низких температурах неустойчива как для уг-

лов отклонения намагниченности β ≤ θ0, так и для углов β > θ0.

2. ОПД более устойчив по отношению к исследуемой неустойчивости, чем

прецессия с углами β ≤ θ0.

3. Температура катастрофической релаксации зависит от величины прило-

женного магнитного поля.

4. ОПД более устойчив, если целиком заполняет экспериментальную ячейку.

Все указанные экспериментальные наблюдения будут объяснены в рамках

предложенной далее модели параметрической неустойчивости однородной пре-

цессии в объеме сверхтекучего 3He−B.

1.2 Теоретические модели

До недавнего времени было несколько попыток описать причины катастрофи-

ческой релаксации [22, 18, 23, ?]. Идея первых трех подходов заключалась в том,

что в бесстолкновительном режиме становится возможным расщепление между

намагниченностью конденсата и квазичастиц. В результате возникает прецессия

двух компонент намагниченности вокруг так называемого молекулярного поля

Ландау HL = −F a
0 M/χn0, где M – суммарная намагниченность квазичастиц

и конденсата, F a
0 – фермижидкостная константа, χn0 – магнитная восприим-

чивость нормальной фазы без учета фермижидкостных поправок. В момент

когда внешнее магнитное поле и внутреннее молекулярное поле сравнивают-

ся по величине, начинается резонансное возбуждение внутренней прецессии за

счет внешней. Как следствие происходит поглощение энергии внутренней пре-

цессией, обладающей большим затуханием за счет механизма Леггетта-Такаги.

Дальнейшие исследования показали, что для низких давлений (от 0 до 6 Бар)
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наблюдаемая температура катастрофической релаксации и температура пере-

хода к прецессии в поле Ландау существенно различаются, что говорит о непри-

менимости данной теории к описанию катастрофической релаксации.

В работе [?] производилось численное моделирование уравнений Леггетта-

Такаги для одномерного случая. Авторы обнаружили развитие неустойчивости

вследствие образования стоячих спиновых волн, амплитуда которых росла экс-

поненциально со временем. Несмотря на то, что указанная работа оказалась

очень полезной для дальнейшего развития теории, полученные в ней резуль-

таты не обладали достаточно большой общностью, так как вычисления про-

изводились в ограниченной геометрии лишь для одного угла отклонения на-

магниченности β = 90◦ и механизм развития неустойчивости так и остался не

понятым.

Используя результаты численного счета [?] в статьях [24, 25] была предложе-

на модель, в рамках которой неустойчивость развивается из-за возмущающего

действия стенок экспериментальной ячейки на когерентную прецессию. Более

детальное описание и сравнение поверхностного механизма развития неустой-

чивости с рассматриваемой ниже моделью будет сделано в разделе 1.7.

В настоящей работе в качестве возможной причины распада нами рассмотрен

процесс параметрического возбуждения прецессирующей намагниченностью спи-

новых волн с конечными волновыми векторами в объеме сверхтекучего 3He−B

[26, 27].

1.3 Уравнения спиновой динамики

Параметром порядка сверхтекучего 3He − B является комплексная матрица

3× 3:

Aµj = eiφ · ∆B√
3
· R̂µj(n, θ), (1.6)
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где R̂µj(n, θ) – произвольная матрица вращения, заданная осью вращения n и

углом поворота θ; ∆B, φ – амплитуда и фаза параметра порядка соответственно.

Дипольная энергия жидкого 3He мала. В нулевом приближении по дипольной

энергии параметр порядка вырожден по направлениям n и углам θ. Учет ди-

польной энергии снимает вырождение по θ для объемного 3He−B. Выражение

для дипольной энергии в 3He−B имеет вид:

UD =
2

15

χΩ2
B

g2

(
Tr(R̂)− 1

2

)2

=
8

15

χΩ2
B

g2

(
cos θ +

1

4

)2

, (1.7)

где ΩB – частота продольного резонанса в 3He−B, χ – магнитная восприимчи-

вость, g – гиромагнитное отношение для ядер 3He. Минимуму UD соответствует

θ0 = arccos(−1/4). Вырождение по n снимается при учете еще меньших попра-

вок к энергии системы. Подробнее про энергию, ориентирующую вектор n в

объеме будет написано в Главе 3.

В данной работе будет рассматриваться так называемая леггеттовская кон-

фигурация параметра порядка, которая реализуется в объеме 3He, т.е. вдали от

стенок. Эта конфигурация характеризуется тем, что в равновесии, когда намаг-

ниченность направлена по полю, вектор n так же направлен вдоль магнитного

поля. Исходя из этого, параметризуем параметр порядка Эйлеровыми углами

α, β, γ, задав ось z ориентированной в направлении, противоположном магнит-

ному полю H0):

R̂(n, θ) = R̂(α, β, γ) = R̂z(α)R̂y(β)R̂z(γ). (1.8)

В этом случае направление n находится из уравнения

ni = − 1

2 sin θ
eiklRkl(α, β, γ), (1.9)

и удовлетворяет условию nz → 1, если β → 0, а α + γ = const. Вместо угла γ

удобно использовать сумму Φ = α + γ . Указанным выше координатам канони-

чески сопряжены комбинации проекций спина, соответственно P = Sz −Sζ , Sβ,
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Sζ , где Sz — проекция спина на ось z, Sζ — на ось ζ = R̂ẑ и Sβ — проекция на ли-

нию узлов (см. напр.[28]). Уравнения движения – гамильтоновы по отношению

к указанным парам переменных с гамильтонианом

H =
1

1 + cos β
{S2

ζ + PSζ +
P 2

2(1− cos β)
}+

1

2
S2

β + F∇−ωL(P + Sζ) + UD(α, β, Φ).

(1.10)

Здесь ωL - ларморовская частота, соответствующая постоянному магнитному

полю, F∇ - градиентная энергия. Единицы выбраны так, чтобы магнитная вос-

приимчивость χ и гиромагнитное отношение g равнялись единице. При таком

выборе спин имеет размерность частоты, а энергия — квадрата частоты. Гра-

диентная энергия для леггеттовской конфигурации имеет вид:

F∇ =
1

2
[c2
‖δikδξη − (c2

‖ − c2
⊥)(δiξδkη + δiηδkξ)]ωiξωkη, (1.11)

где

ω1ξ = −α,ξ sin β cos(Φ− α) + β,ξ sin(Φ− α),

ω2ξ = α,ξ sin β sin(Φ− α) + β,ξ cos(Φ− α), (1.12)

ω3ξ = α,ξ cos β + Φ,ξ − α,ξ,

α,ξ = ∂α
∂xξ

и т.п., c2
‖ и c2

⊥ – квадраты скоростей двух типов спиновых волн (про-

дольной и поперечной). Выражение для дипольной энергии в леггеттовской кон-

фигурации UD(α, β, Φ) не зависит от угла α:

UD(β, Φ) =
2

15
Ω2

B[cos β − 1

2
+ (1 + cos β) cos Φ]2. (1.13)

Порождаемые гамильтонианом (1.10) уравнения движения имеют вид:

∂α

∂t
=

∂H

∂P
,

∂P

∂t
= −∂H

∂α
+

∂

∂xξ

∂H

∂α,ξ
,

∂β

∂t
=

∂H

∂Sβ
,

∂Sβ

∂t
= −∂H

∂β
+

∂

∂xξ

∂H

∂β,ξ
, (1.14)

∂Φ

∂t
=

∂H

∂Sζ
,

∂Sζ

∂t
= −∂H

∂Φ
+

∂

∂xξ

∂H

∂Φ,ξ
.
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Прецессия описывается пространственно однородным стационарным реше-

нием (1.14) [28]:
∂β

∂t
=

∂Φ

∂t
=

∂P

∂t
=

∂Sβ

∂t
=

∂Sz

∂t
= 0. (1.15)

При β < θ0 решение имеет вид:

α = −ωpt + α0, γ = ωpt + Φ(0) − α0,

P (0) = ωp(cos β − 1), S
(0)
β = 0, S

(0)
z = ωp cos β, (1.16)

cos Φ(0) = (1
2 − cos β(0))/(1 + cos β(0)),

где ωp – частота прецессии. А при β > θ0:

P (0) = −2δ sin2(β/2), S
(0)
z = ωL cos2(β/2)− δ sin2(β/2), Φ(0) = 0, (1.17)

где

δ =

(
ω2

L −
16

15
Ω2

B(1 + 4 cos β)

)1/2

. (1.18)

Явную зависимость стационарных решений (1.16) от времени можно исключить

перейдя к переменной ψ = α+ωpt с одновременным переходом к гамильтониану

H̃ = H + ωpP , тогда ∂ψ
∂t = 0.

1.4 Спиновые волны на фоне прецессии

Чтобы найти спектр возбуждений на фоне прецессии следует линеаризовать

уравнения движения по малым отклонениям переменных от стационарных ре-

шений (1.16, 1.17): δψ(r, t) = ψ−ψ(0) и т.п.. Для упрощения дальнейших выкла-

док удобно использовать в качестве переменных следующие комбинации ука-

занных отклонений:

ν = sin βδψ, ϑ =
δP + (1− cos β)δSζ

ωL sin β
,

ε = δΦ− (1− cos β)δψ, σ = δSζ/ωL, (1.19)

ζ = δSβ/ωL, η = −δβ.
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Единицы времени и длины в дальнейшем выбраны так, что ωL = 1 и c‖ = 1.

Без ограничения общности можно считать, что переменные изменяются только

в направлениях y и z, тогда не зависящая от времени часть градиентной энергии

имеет вид:

F∇st =
1

2
[(1− µ)(ν2

,y + η2
,y) + ν2

,z + η2
,z + ε2

,y + (1− 2µ)ε2
,z], (1.20)

где µ = 1 − c2
⊥/c2

‖ – анизотропия скоростей спиновых волн. Параметр µ будет

считаться малым, фактически µ ≈1/4 [29]. Кроме того F∇ содержит также

члены, осциллирующие с частотой прецессии:

F∇osc1 = −µ[(η,yε,z + η,zε,y) cos ωpt + (ν,yε,z + ν,zε,y) sin ωpt] (1.21)

и с удвоенной частотой прецессии

F∇osc2 = −µ

2
[(η2

,y − ν2
,y) cos 2ωpt + 2ν,yη,y sin 2ωpt]. (1.22)

В нулевом приближении по малым параметрам µ и Ω2
B уравнения для добавок

имеют гамильтонов вид с гамильтонианом:

h =
1

2
[(ϑ + η)2 + ζ2 + σ2 + (∇ν)2 + (∇η)2 + (∇ε)2] (1.23)

по отношению к парам канонически сопряженных переменных (ε, σ); (ν, ϑ);

(ζ, η). В каждой из пар первая переменная - координата, вторая – импульс.

Отметим, что используя данный гамильтониан без осциллирующих членов, мы

находим стационарные спиновые возбуждения на фоне однородной прецессии,

т.е. с независящими от времени амплитудами и частотами.

Запишем уравнения движения для добавок в векторном виде:

dX

dt
= M̂0X, (1.24)
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где все добавки объединены в один шести-компонентный векторный столбец

X =




ε

σ

ν

ϑ

ζ

η




, (1.25)

а матрица M̂0, получающаяся из (1.23) записывается как:

M̂0 =




0 1 0 0 0 0

∇2 0 0 0 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 ∇2 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 −1 1−∇2 0




. (1.26)

Решения системы (1.24) имеют вид плоских волн e±j exp[i(kr ∓ ωjt)]. Здесь e±j

правые собственные векторы матрицы M̂0, соответствующие собственным зна-

чениям ∓iωj. Для проектирования нам понадобятся также левые собственные

векторы той же матрицы f±j , их можно отнормировать так, чтобы выполнялись

условия:

(f+i , e+
j ) = δij, (f+i , e−j ) = 0, (1.27)

где скалярное произведение определено как

(a,b) =
6∑

n=1

a∗nbn. (1.28)

Заметим, что матрица M̂0 не является эрмитовой и поэтому f+j 6= (e+
j )T .

Закон дисперсии для продольной моды колебаний (колеблется продольная

составляющая намагниченности) имеет вид:

ω1 = k. (1.29)
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Левые и правые собственные векторы для данного колебания записываются

соответственно как:

f±1 =
1

2ω1

(
ω1; ∓i; 0; 0; 0; 0

)
, e±1 =




1

∓iω1

0

0

0

0




. (1.30)

Для двух поперечных мод получаются следующие законы дисперсии:

ω2 =

√
1

4
+ k2 − 1

2
, (1.31)

ω3 =

√
1

4
+ k2 +

1

2
. (1.32)

При k → 0 ω2 ∼ k2, т.е. это - бесщелевая мода, возникающая из-за вырождения

прецессии по ее фазе α0. Другая - нутационная мода имеет при k → 0 щель

ω3 = ωL (рис.4.). Частотам ±ω2, ±ω3 соответствуют следующие левые и правые

собственные векторы:

f±2 =
1

2ω23

(
0; 0; ω3; ∓i; ∓iω2; 1

)
, e±2 =




0

0

1

∓iω3

∓i

ω2




, (1.33)
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Рис. 9.

Законы дисперсии для спиновых волн на фоне прецессии. ω1 – продольная мода колебаний, ω2

– бесщелевая мода поперечных колебаний, возникающая из-за вырождения по фазе прецессии

α0, ω3 – поперечная нутационная мода, имеющая щель ω3 = ωL при k → 0

f±3 =
1

2ω23

(
0; 0; ω2; ∓i; ±iω3; −1

)
, e±3 =




0

0

1

∓iω2

±i

−ω3




, (1.34)

где ω23 = ω2 + ω3.

1.5 Параметрическое возбуждение спиновых волн однородной пре-

цессией

Зависящие от времени поправки к гамильтониану (1.23) могут приводить к рож-

дению и взаимным превращениям возбуждений. При n ⊥ H0 дипольная энергия

не содержит нестационарных членов, а градиентная энергия в первом прибли-

жении по µ содержит осциллирующие члены (1.21),(1.22). С учетом осциллиру-
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ющих членов уравнения движения для добавок, можно записать в виде:

dX

dt
=

(
M̂0 + V̂ (t)

)
X, (1.35)

где в матрицу V̂ (t) собраны все зависящие от времени члены. Сумма добавок

(1.21) и (1.22) дает

V̂ (t) =
∑
n=1,2

[
Ŵn exp(−inωpt) + Ŵ ∗

n exp(inωpt)
]
, (1.36)

где явные выражения для Ŵ1 и Ŵ2 находятся с помощью равенств (1.21) и

(1.22):

Ŵ1 = µ∇x∇y ·




0 0 0 0 0 0

0 0 −i 0 0 1

0 0 0 0 0 0

−i 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




, Ŵ2 = µ∇2
y ·




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0
1

2
0 0

i

2

0 0 − i

2
0 0

1

2

0 0 0 0 0 0




(1.37)

Следуя процедуре нестационарной теории возмущений, будем искать решение

системы (1.35) в виде разложения по собственным векторам матрицы M̂0

X(r, t) =
∑

j,k

{a+
jk(t)e

+
jk exp(ikr− iωjt) + a−jk(t)e

−
jk exp(ikr + iωjt)} (1.38)

Подстановка (1.38) в (1.35) и разделение уравнений по k дает:

∑
j

{ȧ+
jke

+
jk exp(−iωjt) + ȧ−jke

−
jk exp(iωjt)} =

∑
j,n

(Ŵn exp(−inωpt) + Ŵ ∗
n exp(inωpt)) ·

·{a+
jke

+
jk exp(−iωjt) + a−jke

−
jk exp(iωjt)} (1.39)
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Умножая теперь обе части уравнения (1.39) на f+l exp(iωlt) и опуская общий для

всех членов равенства индекс k, имеем:

ȧ+
l =

∑
j,n

{a−j (f+l , Ŵne−j ) exp[i(ωl + ωj − nωp)t] +

a+
j (f+l , Ŵ ∗

ne
+
j ) exp[i(ωl − ωj + nωp)t]}. (1.40)

По смыслу процедуры предполагается, что коэффициенты a±jk мало изменя-

ются за время ∼ 1/ωp. Усреднение уравнения (1.40) показывает, что нетриви-

альные соотношения между разными a±jk могут возникать только вблизи ре-

зонансов: ωj(k) − ωl(k) = nωp и ωl(k) + ωj(−k) = nωp. Рождению квазича-

стиц из "вакуума" соответствует второй резонанс. В соответствии с равенством

ωj(k) = ωj(−k) изменен знак одного из импульсов. В дальнейшем мы будем

предполагать, что резонансное соотношение выполняется точно, при этом полу-

чается максимальный инкремент развития неустойчивости. Если при заданном

k резонансное условие выполняется только для двух состояний l и j, то

ȧ+
l = (f+l , Ŵe−j )a−j . (1.41)

Аналогичные рассуждения дают для a−j :

ȧ−j = (f−j , Ŵ ∗e+
l )a+

l . (1.42)

Система уравнений (1.41),(1.42) имеет решения ∼ exp(±λt), где λ определяет-

ся согласно λ2 = (f+j , Ŵe−l )(f+l , Ŵe−j )∗. Тем самым задача об определении ин-

кремента неустойчивости свелась к вычислению элементов матрицы (f+j , Ŵe−l )

между состояниями, удовлетворяющими условию резонанса. В частности, если

l = j, то 2ωl(k) = nωp и λ2 = |(f+j , Ŵe−l )|2. Это – простейший случай парамет-

рического резонанса [30].

Непосредственной проверкой можно убедиться, что матричный элемент

(f+j , Ŵ1e−l ) отличен от нуля только при j = 1, l = 3. Условие резонанса ω1(k) +

ω3(−k) = ωL удовлетворяется только при k = 0, но при таком значении k мат-

ричный элемент обращается в нуль из-за множителя kykz. В матрице (f+j , Ŵ2e−l )
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ненулевое значение имеет элемент, соответствующий j = l = 3. В этом слу-

чае резонансное условие ω3(k) + ω3(−k) = 2ωL также выполняется только при

k = 0 и соответствующий матричный элемент равен нулю из-за множителя k2
y.

Таким образом, если пренебречь дипольной энергией, то анизотропия скоро-

стей спиновых волн не приводит к связи прецессии со спиновыми волнами.

Такой вывод, по все видимости, является следствием некоторого закона сохра-

нения, например продольной компоненты намагниченности. Однако доказать

это утверждение для данной системы достаточно сложно.

Ненулевые матричные элементы между состояниями, удовлетворяющими усло-

вию резонанса, возможны при учете дипольной энергии. Для учета дипольной

энергии в правую часть линеаризованного уравнения (1.35) к матрице M̂0 сле-

дует добавить матрицу момента дипольных сил N̂D и заново найти энергии

возбуждений и соответствующие им собственные векторы. Добавленные в урав-

нение (1.35) члены малы по сравнению с элементами матрицы M̂0 в меру от-

ношения (ΩB/ωL)2, которое для типичных условий ∼ 10−1 − 10−2. В первом

приближении по указанному параметру элементы матрицы (f+j , Ŵne−l ) даются

выражением:

(f+j , Ŵne−l ) = i
∑

m 6=j+

1

ωj+ − ωm
(f+j , N̂Dem)(fm, Ŵne−l ) +

i
∑

m6=l−

1

ωl− − ωm
(f+j , Ŵnem)(fm, N̂De−l ). (1.43)
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Матрица N̂D в первом порядке по (ΩB/ωL)2 имеет вид:

N̂D =




0 0 0 0 0 −∂UD

∂β

−∂2UD

∂Φ2 0 −∂2UD

∂Φ2 tg
β

2
0 0

∂2UD

∂β∂Φ

0 0 0 0 0
∂UD

∂β
ctg

β

2

−∂2UD

∂Φ2 tg
β

2
0 −∂2UD

∂Φ2 tg2 β

2
0 0

∂2UD

∂β∂Φ
tg

β

2

− ∂2UD

∂β∂Φ
−∂UD

∂β
− ∂2UD

∂β∂Φ
tg

β

2

∂UD

∂β
ctg

β

2
0

∂2UD

∂β2

0 0 0 0 0 0




.

(1.44)

В результате ненулевые матричные элементы получаются для следующих

резонансов:

ω1(k) + ω1(−k) = ωp, k = 1/2, β ≤ θ0, (1.45)

ω1(k) + ω2(−k) = ωp, k = 2/3, (1.46)

ω1(k) + ω3(−k) = 2ωp, k = 2/3, (1.47)

ω2(k) + ω3(−k) = 2ωp, k =
√

3/2. (1.48)

Возбуждение спиновых волн однородной прецессией обусловлено совместным

действием анизотропии спиновых волн и дипольной энергией. Благодаря анизо-

тропии скоростей спиновых волн в уравнениях для малых возмущений однород-

ной прецессии возникают члены, осциллирующие с частотами ωp и 2ωp, которые

могут параметрически возбуждать спиновые волны. Однако проекции, завися-

щего от времени возмущения, на собственные вектора колебаний оказываются

равными нулю для всех резонансных условий. После учета дипольной энергии

собственные вектора изменяются так, что возникают необходимые ненулевые

проекции. Исходя из этого, ненулевые инкременты пропорциональны произве-
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дению двух малых параметров µ · Ω2
B/ω2

L на частоту прецессии ωL. Для k=1/2

λ(11) =





µ sin(2δ)

√
(1− cos(β))(1 + 4 cos(β))

5

Ω2
B

ωL
, β ≤ θ0,

0 β > θ0,

(1.49)

где δ - угол между направлением волнового вектора k и направлением магнит-

ного поля. При k=2/3 имеются два резонанса и для нахождения инкремента

надо рассматривать систему уравнений для трех амплитуд:




ȧ+
1 = (f+1 , Ŵe−2 )a−2 + (f+1 , Ŵe−3 )a−3 ,

ȧ−2 = (f−2 , Ŵ ∗e+
1 )a+

1 ,

ȧ−3 = (f−3 , Ŵ ∗e+
1 )a+

1 .

(1.50)

В этом случае инкремент определяется выражением

λ(12,13) =
√

λ2
(12) + λ2

(13), (1.51)

где

λ(12) =





µ sin(2δ)

√
10(1− cos(β))

25

Ω2
B

ωL
, β ≤ θ0,

µ sin(2δ)
|4 cos2(β) + 31 cos(β) + 15|

15
√

10

Ω2
B

ωL
, β > θ0,

(1.52)

λ(13) =





µ sin2(δ)

√
10

√
(1− cos(β))(1 + 4 cos(β))

25

Ω2
B

ωL
, β ≤ θ0,

−µ sin2(δ)

√
10 sin(β)(1 + 4 cos(β))

225

Ω2
B

ωL
, β > θ0,

(1.53)

Резонансу при k =
√

3/2 соответствует инкремент

λ(23) =





µ sin2(δ)
3(1− cos(β))

20

Ω2
B

ωL
, β ≤ θ0,

µ sin2(δ)
|4 cos2(β) + 31 cos(β) + 15|

40

Ω2
B

ωL
, β > θ0.

(1.54)

На рисунке 5. представлены зависимости всех инкрементов от угла отклонения

намагниченности; δ = π/4 для λ(11), λ(12,13) и δ = π/2 для λ(23). Отметим особен-

ность при β = 104◦, которая возникает из-за того, что во вторых производных
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Рис. 10.

Зависимость инкрементов нарастания амплитуд спиновых волн от угла отклонения намагни-

ченности β. δ = π/4 для λ(11), λ(12,13) и δ = π/2 для λ(23). ΩB = 1, ωL = 1

дипольной энергии по углам имеется разрыв, так как они взяты для разных

решений. Как и при описании суловской неустойчивости в теории магнетиков,

каждый из найденных инкрементов соответствует некоторому процессу распада

(рис.6.). Интересным является тот факт, что существенный вклад в неустойчи-

вость вносят комбинированные резонансы, при которых одновременно возбуж-

даются спиновые волны принадлежащие разным ветвям спектра. При заданном

значении β имеется максимальный инкремент, который можно записать как,

λmax(β) = a(β)µ
Ω2

B

ωL
, (1.55)

где зависимость коэффициента a от угла отклонения намагниченности пред-

ставлена на рисунке 7. Именно максимальный инкремент определяет порог

неустойчивости для каждого из углов β. В экспериментально важной окрестно-

сти угла 104◦ максимальный инкремент соответствует комбинированному резо-

нансу ω2(k) + ω3(−k) = 2ωp.

Для проверки аналитически полученных инкрементов была произведена чис-

ленная симуляция линеаризованных уравнений Леггетта для волновых векто-

ров k, удовлетворяющих условиям резонанса. Для выбранных нами углов от-
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Рис. 11.

Процессы распада, соответствующие резонансам (1.45)

acos
1

4

)(a

1 2 3

1.0

3.0

2.0

Рис. 12.

Зависимость коэффициента a в формуле (1.55) от угла отклонения намагниченности β
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Рис. 13.

Численное решение линеаризованных уравнений Леггетта для β0 = arccos(−1/4). Найденное

решение соответствует k = 2/3, δ = π/4, ωL = 1, ΩB = 1/2. Пунктирная линия соответствует

аналитически найденному инкременту λ(12,13) для данных значений параметров

клонения намагниченности и направлений k было получено хорошее согласие с

аналитическими результатами (рис.2.2).

1.6 Порог неустойчивости

При конечных температурах следует учитывать затухание спиновых волн. Неустой-

чивость наступает, если инкремент нарастания волн, удовлетворяющих резо-

нансному условию, превышает декремент их затухания. Для оценки температу-

ры катастрофической релаксации Tcat будем считать, что основным механизмом

диссипации является спиновая диффузия. Уравнения движения содержащие

члены, описывающие спиновую диффузию, достаточно громоздки. Поэтому для

оценки температуры начала развития неустойчивости запишем закон дисперсии

спиновых волн c учетом мнимой поправки в простом виде:

ω
′
i(k) = ωi(k)− i

D(T )k2

2
, (1.56)
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где D(T ) - коэффициент спиновой диффузии. Для случая сверхтекучего 3He−B

коэффициент диффузии, вообще говоря, является тензором. Мы будем подра-

зумевать, что D(T ) соответствует поперечной компоненте указанного тензора

D⊥(T ). Минимальная температура, до которой прецессия все еще устойчива

находится тогда из уравнения:

D(T )k2

2
= λmax. (1.57)

При температурах T ≤ 0.4Tc, о которых идет речь, инкремент слабо зависит от

температуры и можно пользоваться его значением при T = 0. Левая часть урав-

нения (1.57) сильно зависит от температуры из-за спиновой диффузии, которая

при T → 0 ведет себя как

D(T, ωL) ∼ 1

ωL

√
T/∆ exp(−∆/T ), (1.58)

где ∆ – щель в спектре возбуждений [31]. Именно зависимость D(T ) определяет

температурную зависимость порога неустойчивости.

1.7 Сравнение объемного и поверхностного вкладов в инкремент

неустойчивости

Найденные инкременты обусловлены связью прецессии со спиновыми волнами

в объеме гелия. В работах [24, 25] был найден инкремент, возникающий вслед-

ствие усиления этой связи вблизи стенок. Из-за граничных условий на стенке

прецессия происходит в конфигурации, отличной от леггеттовской, и осцил-

лирующие члены в дипольной энергии возникают без посредства анизотропии

градиентной энергии. При этом локальная связь вблизи границы оказывается

по порядку величины в 1/µ раз большей, чем полученная здесь для объема

гелия. На рисунке 9. показана конфигурация параметра порядка полученная

при помощи численного решения уравнений Леггетта-Такаги для начального

угла отклонения намагниченности (спина) 90◦ в одномерной геометрии [3, 24].
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Рис. 14.

Конфигурация параметра порядка для прецессирующего состояния между двумя бесконеч-

ными параллельными стенками при начальном отклонении угла β = 90◦, полученная при

помощи численного решения уравнений Леггетта-Такаги в одномерной геометрии [3, 24]. По

оси ординат слева отложены углы отклонения векторов S и L от направления магнитного по-

ля и угол θ, входящий в дипольную энергию (1.7). По оси ординат справа отложено значение

параметра a(S,L), описывающего дополнительную связь прецессии со спиновыми волнами

из-за отклонения параметра порядка от леггеттовской конфигурации

Орбитальный вектор L, описывающий орбитальную степень свободы параметра

порядка, по определению равен Lj = −Rαj(t)Sα(t). Для такой параметризации

параметра порядка конфигурации леггетта соответствует L‖H. Найденный ав-

торами инкремент неустойчивости зависит от направлений L и S в каждой точке

пространства, а после усреднения по координате имеет вид:

λs = ā
Ω2

B

2ωL
, (1.59)

где ā = 0.099 для данной симуляции. Оценка объемного вклада в инкремент

по полученным выше формулам для тех же условий дает следующее значение

инкремента:

λmax = λ(11)|β=π
2

= µ
Ω2

B

5ωL
. (1.60)

Учитывая, что µ ≈ 1/4, получим, что объемный и поверхностный вклад в ин-

кремент неустойчивости для данных условий практически одинаковые.

Разделить поверхностный и объемный вклады по их зависимости от величи-
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ны магнитного поля не удается, поскольку оба вклада пропорциональны Ω2
B/ωL.

Следует иметь в виду, однако, что поверхностный вклад в инкремент зависит от

отношения объема пристеночной области к полному объему гелия. Для углов

β < 104◦ отсутствует характерная длина, на которую проникает возмущающее

влияние стенок на прецессию и приграничная область составляет существенную

часть объема. Например в рассмотренном выше случае пристеночная область

составляет половину полного объема. В более интересной для эксперимента об-

ласти β > 104◦, которая соответствует ОПД, такая характерная длина возника-

ет. Она обусловлена тем, что в присутствие градиента магнитного поля частота

прецессии ωp отличается от ларморовской и к энергии системы добавляется

член, называемый в некоторых статьях спектроскопической энергией:

Fsp = ωp (ωp − ωL(z)) cos β. (1.61)

"Длина когерентности", возникающая в неоднородной задаче имеет поэтому

порядок [32, 33]:

ξ(z) = c‖/
√

ωp(ωp − ωL(z)) (1.62)

Несмотря на наличие градиента магнитного поля когерентная прецессия ста-

новится возможной благодаря сдвигу частоты, возникающему в 3He − B, ес-

ли дипольная энергия находится не в минимуме. Соответствующий сдвиг для

β > 104◦ появляется при отклонении угла β от 104◦:

∆ω(z) = −16

15

Ω2
B

ωL

(
cos β(z) +

1

4

)
. (1.63)

Таким образом для установления когерентной прецессии отклонение угла β в

каждой точке пространства должно задаваться равенством:

cos β(z) = −1

4
− 15

16

ωp (ωp − ωL(z))

Ω2
B

, (1.64)

ωp > ωL(z). Cдвиг частоты в описанном в разделе 1.1 эксперименте с ОПД при

T ∼ 0.4Tc составляет примерно 1.9 ·104 1/c, при ωL = 2.8 ·106 1/с и ∇ωL = 2 ·104



36

1/c·см [2], что соответствует средней длине когерентности ξ ∼ 10−2 см и макси-

мальному сдвигу угла β на 0.5◦ (c‖ = 1.6 · 103 см/с). Можно оценить отношение

объема пристеночной области к объему той части ячейки, где находится ОПД.

Vs

VHPD
∼ 1− 1

R2L

∫ L

z0

(R− ξ(z))2dz, (1.65)

где R - радиус цилиндрической ячейки, L - размер ОПД, ξ(z) ≈ c‖/
√

ωp · ∇ωz · z,
ξ(z0) = R. Для указанного выше градиента поля и измеряемого сдвига, получа-

ется, что ОПД занимает всю ячейку целиком (R = L/2 = 3 мм). В этом случае

отношение пристеночного объема к полному объему получается порядка 10%.

Как мы видим, для типичных условий пристеночная область составляет ма-

лую часть прецессирующего объема, поэтому инкремент должен определяться

объемным резонансом ω2(k) + ω3(−k) = 2ωp при β ∼= 104◦.

1.8 Сравнение с экспериментом

Большая часть данных о катастрофической релаксации получена в экспери-

ментах с однородно прецессирующим доменом. Экспериментальные данные о

коэффициенте диффузии [34] относятся к температурам T > 0.4Tc, так как

он находится как раз при помощи релаксации ОПД. Исходя из этого мы мо-

жем проверить соответствие теоретически оцененной температуры катастро-

фической релаксации только для одной экспериментальной точки, используя

полученную в работе [31] экстраполяцию экспериментальных точек для коэф-

фициента диффузии до 0.4Tc. В экспериментах [2] при давлении P ' 20 бар

и магнитном поле H ' 142 Э дополнительный канал релаксации появляется

при Tcat ' 0.43Tc (рис.1). Используя формулу (1.57) при следующих значениях

параметров: Ω = 2π · 250 · 103 1/c, c‖ = 1.6 · 103 cм/c, µ = 1/4 получим значение

коэффициента диффузии при температуре Tcat – D(Tcat) = 0.035 см2/c. Экс-

траполированное значение коэффициента диффузии (рис.12) равно 0.043±0.01

см2/c. Учитывая, что параметры µ и Ω2
B/ω2

L не столь уж малы, ошибку в 20%
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Рис. 15.

Зависимость поперечной компоненты тензора диффузии D⊥(T ) от температуры для частоты

460 кГц при разных давлениях [31]

для этого примера следует считать вполне удовлетворительной.

Несмотря на то, что значение коэффициента диффузии при низких темпера-

турах неизвестно, мы можем проверить правильность зависимости температуры

катастрофической релаксации от параметра ωL/ΩB в пределе низких темпера-

тур. Используя уравнение (1.57) для резонанса ω2(k) + ω3(−k) = 2ωp и низко-

температурную зависимость коэффициента диффузии (1.58), можно получить:

∆

Tcat
= 2 ln

ωL

ΩB
+ C, (1.66)

где C неизвестный коэффициент. Левая часть равенства (1.66) может быть взята

из эксперимента [21]. Используемое авторами определение Tcat как температуры,

при которой время жизни ОПД равняется половине от максимального, не под-

ходит к нашему рассмотрению. Будем считать за Tcat температуру, при которой

время жизни ОПД начинает уменьшаться (рис.10.). Эксперимент [21] прово-

дился при давлении P = 31 Бар, поэтому в левой части (1.66) можно положить

∆ = ∆(0) = 2.1kBTc, а в правой части ΩB = 2π · 300 · 103 1/c. Результат сравне-

ния теоретической зависимости Tcat от ωL/ΩB с экспериментальными данными

представлен на рисунке 11, из которого видно, что теоретическая зависимость

в пределе низких температур достаточно хорошо согласуется с экспериментом.

Несоответствие для самой нижней экспериментальной точки может объяснять-
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Рис. 16.

Определение температуры катастрофической релаксации из экспериментальных данных по

времени жизни ОПД [21]. Черные кружочки – определение, используемое авторами [21].

Красные кружочки соответствуют нашему определению, по которому Tcat задается как тем-

пература, при которой время жизни ОПД начинает уменьшаться

Рис. 17.

Сравнение полученной в пределе низких температур зависимости Tcat от параметра ωL/ΩB

с экспериментальными данными. По оси абсцисс использован логарифмический масштаб с

основанием 10. Сплошной линией обозначена теоретическая кривая, где константа C = 3.1.

Крестиками обозначены экспериментальные точки, вычисленные при помощи рис.10.
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ся тем, что эта точка получена для самой высокой температуры (0.38Tc) и для

нее уже возможно начало перехода от низкотемпературного предела к более

сложной функции для коэффициента диффузии. Полученная в ходе подгонки

константа C = 3.1 соответствует коэффициенту диффузии D = 0.015 см2/c для

давления 31 Бар и магнитного поля 142 Гс при T = 0.4Tc.

Отдельно рассмотрим возможность существования ОПД для сверхтекучего
3He в аэрогеле при гораздо более низких температурах, чем в чистом 3He−B.

Как уже было сказано во введении в аэрогеле реализуется B-подобная фаза, па-

раметр порядка которой такой же как и у объемной фазы. Поэтому все вычис-

ления проделанные в данной главе применимы и в этом случае. Однако необхо-

димо учесть две особенности возникающие в присутствие аэрогеля. Во-первых,

из-за наличия примесей происходит частичное подавление щели в спектре ква-

зичастиц по сравнению с чистым случаем. Как следствие, при одном и том же

значении T/Tc и T/Tca, где Tca - температура сверхтекучего перехода в аэро-

геле, примерно в два раза уменьшаются леггеттовская частота ΩB и скорость

спиновых волн c‖. Вторая существенная особенность, касается коэффициента

диффузии. Как было показано авторами в работе [?] при достаточно низких

температурах характерное время диффузионного рассеяния τD определяется

исключительно рассеянием квазичастиц на нитях аэрогеля, τD → ltr/vF , где ltr

– средняя геометрическая длина свободного пробега, определяемая аэрогелем,

vF - скорость Ферми. Из этого следует, что при низких температурах (T ∼ 1

мК) коэффициент спиновой диффузии перестает зависеть от температуры и ра-

вен некоторой константе. Для давления 29 бар эта константа равна 2÷ 3 · 10−3

см2/c, а для нулевого давления примерно 6 · 10−3 см2/c. Важно отметить, что

найденный коэффициент диффузии относится к гидродинамическому случаю,

так как длина свободного пробега ltr = 140 нм гораздо меньше характерных

длин спиновых волн λ ∼ 104 нм. Суммируя все вышесказанного, мы видим,

что критическое значение коэффициента диффузии в аэрогеле, определяющее



40

начало развития неустойчивости, существенно уменьшается из-за уменьшения

ΩB и c‖ – D(Tcat) ∼ 10−3см2/c, в то время, как измеренный коэффициент диф-

фузии не сильно отличается от этого значения. С той точностью, с которой

делается эта оценка можно утверждать, что для B-подобной фазы практически

во всей области температур мы находимся вблизи границы возможного начала

развития неустойчивости.

1.9 Выводы

В данной главе было показано, что катастрофическая релаксация может быть

объяснена в рамках уравнений Леггетта, без каких-то бы ни было дополнитель-

ных предположений. Основным результатом является то, что суловская неустой-

чивость ограничивает снизу по температуре область, в которой возможна реали-

зация когерентной прецессии в 3He−B. Найденный здесь низкотемпературный

предел устойчивости прецессии обусловлен взаимодействием прецессии со спи-

новыми волнами в объеме гелия. Представленный механизм возникает из-за сов-

местного влияния анизотропии скоростей спиновых волн и дипольной энергии.

Нами было показано, что инкремент нарастания амплитуды спиновых волн не

равен нулю при всех значениях угла отклонения намагниченности β. Для случая

ОПД, то есть в окрестности угла 104◦, максимальный инкремент соответствует

комбинированному резонансу, в котором участвуют спиновые волны двух попе-

речных мод спиновых колебаний. Прецессия с углами β < 104◦ менее устойчива,

чем ОПД, потому что помимо объемного механизма неустойчивости появляется

добавка в инкремент из-за поверхностного усиления связи вследствие отклоне-

ния параметра порядка от леггеттовской конфигурации. Предсказанная низ-

котемпературная зависимость Tcat от величины магнитного поля согласуется с

экспериментальными данными [21]. Тот факт, что ОПД более устойчив, если

полностью заполняет ячейку, объясняется с одной стороны тем, что при этом

угол β сильно заходит за 104◦, уменьшая согласно (1.55) инкремент неустой-
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чивости. С другой стороны для начала развития неустойчивости необходимо

наличие начального возмущения, которое с большей вероятностью возникает

вблизи доменной стенки. Тем не менее стабилизация ОПД путем сильного за-

хода за 104◦ имеет недостаток из-за того, что при этом сильно увеличивается

объемное затухание Леггетта-Такаги. Стоит так же отметить, что существова-

ние ОПД в аэрогеле при более низких температурах, чем в чистом 3He − B,

можно объяснить наличием отличного от диффузии более сильного затухания

спиновых волн.
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Глава 2

Влияние деформированного аэрогеля на
параметр порядка сверхтекучего 3He.

Модельные вычисления.

2.1 Постановка задачи

Влияние аэрогеля на сверхтекучий 3He может быть описано феноменологически

при помощи дополнительного члена в функционале свободной энергии:

∆FGL = N(0)

∫
d3r

[
ηjl(r)AµjA

∗
µl + ...

]
, (2.1)

где N(0) – плотность состояний на поверхности Ферми, Aµj – параметр порядка

сверхтекучего 3He, ηij(r) – произвольный тензор, который описывает локаль-

ную анизотропию. Взаимодействие аэрогеля с 3He происходит за счет рассеяния

квазичастиц на нитях аэрогеля, поэтому тензор ηij(r) сворачивается с орбиталь-

ными индексами параметра порядка (латинские буквы). Из условия t → −t

инвариантности следует, что ηij(r) должен быть действительным и симметрич-

ным. Небольшие изменения физических свойств сверхтекучего 3He вызванные

аэрогелем могут быть выражены через среднее по ансамблю от тензора 〈ηij(r)〉
и через корреляционную функцию Pjlmn(r) = 〈ηjl(0)ηmn(r)〉−〈ηjl(0)〉〈ηmn(r〉. За-
пишем свободную энергию Гинзбурга-Ландау с учетом дополнительного члена

(2.1) с точностью до членов второго порядка по Aµj в виде:

FGL = N(0)

∫
d3r

[(
τ

3
δjl +

1

3
ηll(r)δjl

)
AµjA

∗
µl +

(
ηjl(r)− 1

3
ηll(r)δjl

)
AµjA

∗
µl

]
.

(2.2)

Как следует из данного выражения изотропная часть усредненного тензора

〈ηjl〉I = 1/3〈ηll(r)〉δjl описывает подавление температуры сверхтекучего пере-

хода аэрогелем, а его анизотропная часть 〈ηjl〉a = 〈ηjl(r)〉 − 1/3〈ηll(r)〉δjl опи-

сывает ориентационный эффект глобальной анизотропии на параметр порядка.
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Зная микроструктуру аэрогеля, можно вычислить тензор 〈ηjl(r)〉. К сожале-

нию воспользоваться точной микроструктурой аэрогеля невозможно из-за его

сложного строения и приходится пользоваться различными модельными пред-

ставлениями.

В данной главе для вычисления указанного среднего аэрогель будет рас-

сматриваться состоящим из набора произвольным образом ориентированных

нитей диаметром d ' 3 ÷ 5 нм. Этот диаметр лежит в интервале a ¿ d ¿ ξ0,

где a – межатомное расстояние, а ξ0 = h̄vF/2πkBTc – корреляционная длина

сверхтекучего 3He. Данное условие позволяет нам рассматривать нити аэроге-

ля как "маленькие объекты" и применить теорию Райнера-Вуорио [35], пред-

ставляющую из себя квазиклассический подход к описанию возмущения па-

раметра порядка, создаваемого маленьким объектом в сверхтекучем 3He. Со-

гласно теории Райнера-Вуорио объект влияет на сверхтекучесть за счет рас-

сеяния квазичастиц. Плотность энергии создаваемого объектом возмущающе-

го поля составляет малую часть от плотности энергии конденсации N(0)∆2,

δF (1) ∼ (σ/ξ2
0)N(0)∆2, где σ – сечение рассеяния на объекте, ∆ – щель в спек-

тре квазичастиц, σ/ξ2
0 ¿ 1. Возмущающий потенциал спадает на расстоянии ξ0,

поэтому энергия возмущения дается произведением δF (1) · ξ3
0 . Если рассматри-

вать систему из независимых "маленьких" объектов, то при низкой концентра-

ции объектов энергия возмущения такой системы будет nξ3
0δF

(1), при условии

что nσξ ¿ 1, где n – концентрация примесей. В работе [36] указанная схема в

применении к простой модели аэрогеля была использована для оценки по поряд-

ку величины влияния деформированного аэрогеля на состояние с А-подобной

фазой. Такие оценки очень чувствительны к выбору параметров, характеризу-

ющих систему. С целью сделать оценки менее произвольными, в настоящей ра-

боте произведены явные вычисления тензора 〈ηjl〉, использующие туже модель

для случая маленьких одноосных деформаций аэрогеля [40]. Помимо ориента-

ционной энергии в рамках данной модели мы нашли также длинноволновый
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Рис. 18.

Модель аэрогеля

предел Фурье-образа корреляционной функции недеформированного аэрогеля,

который описывает длинноволновый предел флуктуаций поля аэрогеля.

2.2 Модель аэрогеля.

При выборе модели аэрогеля мы исходили из следующих соображений. Во пер-

вых, для выбранного нами применения теории Райнера-Вуорио необходимо что-

бы рассеяние на частицах аэрогеля было анизотропным. Во-вторых, хотелось

бы, чтобы в рамках нашей модели можно было описывать сжатие-растяжение

аэрогеля через макроскопические параметры теории упругости. Исходя из это-

го, мы будем предполагать, что аэрогель состоит из цилиндров длиной ε и ра-

диуса ρ, которые равномерно распределены в объеме (рис.11.). Распределение

цилиндров по направлениям будем описывать c помощью функции распреде-

ления n(q), которая равна числу цилиндров в единичном объеме, ось которых

направлена вдоль направления q. Для недеформированного аэрогеля эта функ-

ция изотропна:

n(q) =
1

2π2

1− P

ρ2ε
, (2.3)
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где P - пористость аэрогеля. Рассмотрим одноосное сжатие-растяжение "мо-

дельного аэрогеля". Выделим некоторый объем, содержащий большое количе-

ство цилиндров. Будем считать, что изменение размера выделенного объема в

направлении q пропорционально изменению числа цилиндров в данном направ-

лении, при этом сами цилиндры не деформируются. Таким образом деформация

в данной модели описывается изменением среднего расстояния между центрами

цилиндров и изменением ориентационной части функции распределения n(q).

Для одноосной деформации выразим изменение функции n(q) через упругие

модули аэрогеля. Изменение размеров выделенного объема при малой однород-

ной деформации можно записать как [37]:

dx
′
= dx (1 + uxx) ,

dy
′
= dy (1 + uyy) , (2.4)

dz
′
= dx (1 + uzz) ,

где uii – диагональные компоненты тензора деформации, положительный знак

uzz соответствует растяжению вдоль оси z. Для однородной одноосной дефор-

мации вдоль оси z имеет место соотношение:

uxx = uyy = −σuzz, (2.5)

здесь σ – коэффициент Пуассона. Длина в направлении q изменится как:

δl(q) = l(uxx sin2 θ + uzz cos2 θ) = l
(
cos2 θ − σ sin2 θ

)
uzz, (2.6)

где θ – угол между направлением q и осью z. Исходя из этого, функцию рас-

пределения можно записать в виде:

n(q) =
(1− P )

2π2ρ2ε
· (1 + (1− 2σ)uzz + (1 + σ)(3 cos2(θ)− 1)uzz

)
. (2.7)

Полное число цилиндров в единичном объеме задается первыми двумя чле-

нами (2.7), так как интеграл по углам от третьего члена обращается в ноль.

Изменение в ориентационном распределении задается третьим членом, пропор-

циональным второму полиному Лежандра.
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2.3 Вычисление возмущения от одного цилиндра

Согласно теории Райнера-Вуорио маленький объект в сверхтекучем 3He увели-

чивает энергию системы. Это изменение описывается дополнительным членом

в свободной энергии [35]:

∆FObj =

∫
d3r d3r

′
A∗

µj(r)K
Obj
jl (r, r

′
)Aµl(r

′
). (2.8)

Ядро KObj
jl имеет вид:

KObj
jl (r, r

′
) =

2πN(0)kBTc

h̄vF

∑
n

exp

(
−2|ωn||r0 − r|+ |r0 − r′|

vF

)
×

× 1

4π

(r0 − r)j(r0 − r′)l

|r0 − r|3|r0 − r′|3
[

dσ

dΩ
(r0−̂r, r0−̂r′)− δ(r0−̂r, r0−̂r′)σtot(r0−̂r)

]
, (2.9)

где ωn = (2n + 1)πkBT/h̄, r0 – координата объекта, dσ/dΩ, σtot – дифферен-

циальное и полное сечение рассеяние квазичастиц на объекте соответственно.

Вблизи Tc Aµj(r
′
) меняется на расстоянии ξ(T ) ∼ ξ0

√
Tc

Tc−T À ξ0. Разложив

Aµj(r
′
) около точки r, и учитывая при этом, что ядро KObj

jl экспоненциально

спадает на расстоянии ξ0, мы можем, согласно [38], получить тензор ηjl в виде:

ηjl(r) =
1

N(0)

∫
d3r

′
KObj

jl (r, r
′
). (2.10)

Для того, чтобы применить (2.9) для кусочка нити длиной ε ∼ ξ0, необходимо

этот кусочек разделить на элементы длиной δε ¿ ξ0. Если среднее расстояние

между нитями ξa, то возмущение параметра порядка, вызванное одним элемен-

том на расстоянии ξa, будет мало и иметь порядок ρδε/ξ2
a. Ответ для целого

кусочка нити в главном порядке по ρ/ξa может быть найден путем суммирова-

ния вкладов от всех элементов. При этом условие экспоненциального спадания

KObj
jl на расстоянии ξ0 и то, что ε ∼ ξ0 обеспечивают, чтобы эта сумма оста-

валась маленькой поправкой к невозмущенному параметру порядка. Условие

малости нарушается вблизи самой нити, однако вклад этой области в интеграл

(2.10) порядка ∼ ρ2/ξ2
0 , и поэтому не вносит значительной ошибки. Вклад в
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Рис. 19. а) - рассеяние квазичастиц на нити, вид сверху; серым обозначена область углов,

излучающая в направлении ψ б) - система координат, вид сбоку

ηjl(r) от всех нитей в главном порядке по концентрации находится суммиро-

ванием вкладов от каждого кусочка нити в отдельности. Поперечные сечения

dσ/dΩ и σtot, входящие в (2.9) зависят от типа рассеяния квазичастиц на нитях

аэрогеля. Мы рассмотрим диффузное и зеркальное рассеяние как два крайних

случая.

Вычислим вначале тензор ηjl(r) для одного цилиндра для случая диффузно-

го рассеяния квазичастиц на цилиндре. Напомним, что диффузным рассеянием

по определению называется рассеяние, при котором вероятность отражения ча-

стицы в заданный телесный угол не зависит от направления этого угла. Введем

систему координат, как показано на рисунке 13. Дифференциальное сечение

диффузного рассеяния квазичастиц на элементе нити δz в заданной системе

координат имеет вид:

dσ

dΩ
(ν, ν

′
) = ρ · δz · sin(β) · 1 + cos(ψ)

2π
, (2.11)

где ν = r0−r
|r0−r| = (− sin β, 0, cos β) – направление падения квазичастицы, β – угол

падения, ν
′

= r
′−r0

|r0−r′ | = (sin δ cos ψ, sin δ sin ψ, cos δ) – направление отражения

квазичастицы. Полное сечение рассеяния, получающееся после интегрирования
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Рис. 20. Задание ориентации одного цилиндра относительно точки r

по углам, записывается как:

σtot = 2ρ sin(β)δz. (2.12)

Положение цилиндра относительно произвольной точки r будем задавать дли-

ной перпендикуляра W, опущенного из точки r на ось цилиндра и расстоянием

h от середины цилиндра до точки пересечения оси цилиндра с плоскостью пер-

пендикулярной оси цилиндра и проходящей через точку r (рис. 14). После под-

становки выражений для сечений в (2.9),(2.10) и интегрирования по δz получим

следующее выражение для вклада от одного цилиндра в точке r – η1
jl(r):

η1
jl(h,W ) = wjwl · η1

x(h,W ) + qjql · η1
z(h,W ), (2.13)

q – единичный вектор направленный вдоль оси цилиндра, w – единичный век-

тор, направленный вдоль перпендикуляра W. Для диффузного рассеяния функ-
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Рис. 21. Зеркальное рассеяние квазичастиц на элементе цилиндра δz, вид сверху

ции η1
x(h,W ) и η1

z(h,W ) задаются следующими выражениями:

η1d
x (h,W ) =

∫ h/2ξ0+ε/4ξ0

h/2ξ0−ε/4ξ0

ρ

ξ0
· α2

(ζ2 + α2)2 ln
(
tanh(ζ2 + α2)1/2

)
·

·
[
− 1

32
− α

4π(ζ2 + α2)1/2

]
dζ, (2.14)

η1d
z (h,W ) = −

∫ h/2ξ0+ε/4ξ0

h/2ξ0−ε/4ξ0

1

4π

ρ

ξ0
· αζ2

(ζ2 + α2)5/2 ln
(
tanh(ζ2 + α2)1/2

)
dζ, (2.15)

где α = W/(2ξ0).

Сечение рассеяния на элементе цилиндра δz для зеркальных граничных усло-

вий имеет вид (рис.15):

dσ

dΩ
=

ρδz

2
cos(

ψ

2
) sin(β)δ(νz

′ − νz). (2.16)

Отличие зеркального рассеяния от диффузного в нашем случае заключается

в том, что в тензоре η1
jl(r) присутствует только компонента перпендикулярная

оси цилиндра:

η1s
x (h,W ) = − 1

3π

∫ h/2ξ0+ε/4ξ0

h/2ξ0−ε/4ξ0

ρ

ξ0
· α3

(ζ2 + α2)
5
2

ln
(
tanh(ζ2 + α2)1/2

)
dx. (2.17)

Такая особенность тензора η1
jl(r) аналогична тому, что при зеркальном отра-

жении квазичастиц от стенки продольная компонента параметра порядка не

подавляется [39].
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2.4 Усреднение по ансамблю цилиндров

В главном приближении по концентрации вклад от всех цилиндров в точке r

будет даваться выражением:

ηjl(r) =
∑

N

ηN
jl (W

N , hN ,qN), (2.18)

где N – номер цилиндра. Для описания изменения физических свойств 3He, вы-

званных аэрогелем, необходимо найти среднее по ансамблю от тензора ηjl(r) –

〈ηjl〉. Для однородного распределения цилиндров с заданной функцией распре-

деления цилиндров по направлениям n(q) указанное среднее можно записать

как:

〈ηjl〉 =

∫ +∞

−∞
dh

∫ ∞

0
WdW

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dψ

∫ π

0
sin θdθ · n(θ, ψ) · ηjl(W,h, θ, ψ, φ),

(2.19)

где углы θ, ψ задают плоскость, проходящую через точку r и число перпенди-

кулярных ей нитей n(θ, ψ), угол φ – задает направление вектора w в указан-

ной плоскости (рис.14). Интегрирование по h,W,ϕ – это усреднение по объему

(цилиндрические координаты), а интегрирование по θ, ψ – это усреднение по

направлениям. Если

q(θ, ψ) =




sin θ cos ψ

sin θ sin ψ

cos θ




⇒ w(θ, ψ, φ) =




− sin ψ cos φ− cos θ cos ψ sin φ

cos ψ cos φ− cos θ sin ψ sin φ

sin θ sin φ




.

(2.20)

В пределе низкой концентрации примесей среднее поле 〈ηjl〉 определяется пол-

ной длиной нитей аэрогеля, т.е. не зависит от длины отдельных цилиндров ε.

Вычисление интегралов при помощи стандартной компьютерной программы по-

казывает, что данное условие начинает выполняться при ε ≥ 0.002ξ0. В этом

случае при вычислении среднего поля для ε ∼ ξ0 можно перейти к пределу
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ε →∞, тогда все интегралы, входящие в (2.19), могут быть вычислены анали-

тически. Для изотропной части тензора ηjl получается следующее выражение:

〈ηjl〉I =
8

3
(X + Z)

(1− P )ξ0

ρ
δjl. (2.21)

Анизотропная часть тензора для одноосной деформации может быть записана

как:

κ ≡ −〈ηxx〉a = −〈ηyy〉a = 1/2〈ηzz〉a =
8(1 + σ)

15
(X − 2Z)

(1− P )ξ0

ρ
uzz. (2.22)

Коэффициенты X, Z, входящие в (2.21), (2.22), выражаются через интегралы:

X =

∫ ∞

0
η1

x αdα, Z =

∫ ∞

0
η1

z αdα. (2.23)

Для диффузного рассеяния получается:

XD =
13π2

768
, ZD =

π2

256
, (2.24)

а для зеркального:

XS =
π2

64
, ZS = 0. (2.25)

Подставляя (2.24) в (2.21,2.22) получим для диффузного рассеяния в главных

приближениях по концентрации и деформации:

< ηjl >I=
π2

18

(1− P )ξ0

ρ
δjl, κD = − 7

10

( π

12

)2 (1 + σ)(1− P )ξ0

ρ
uzz. (2.26)

Зная 〈ηjl〉I можно в первом порядке по концентрации определить сдвиг темпе-

ратуры перехода по формуле:

∆T

Tc
= −〈ηll〉I =

π2

6

(1− P )ξ0

ρ
. (2.27)

Полученное выражение совпадает с ответом для модели однородно распределен-

ных в пространстве шариков [38] при учете того, что отношение занимаемого

примесями объема к полной площади поверхности примесей одинаково в двух

моделях.
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Аналогичным образом для зеркального рассеяния тензор 〈ηjl〉 имеет вид:

〈ηjl〉I =
π2

24

(1− P )ξ0

ρ
δjl, κS = − π2

120

(1 + σ)(1− P )ξ0

ρ
uzz. (2.28)

Таким образом, если сравнивать с диффузным рассеянием, анизотропная по-

правка к тензору 〈ηjl〉 при зеркальном рассеянии примерно в 1.7 раз больше,

при этом температура перехода подавляется чуть меньше.

2.5 Вычисление корреляционной функции

Поправки к параметру порядка, вызванные флуктуациями в расположении при-

месей, могут быть выражены через Фурье образ корреляционной функции неде-

формированного аэрогеля при k → 0, т.е.
∫

Pjlmn(r)d3r [14]. Напомним, что

Pjlmn(r) = 〈ηjl(r
′
)ηmn(r

′
+ r)〉 − 〈ηjl(r

′
)〉〈ηmn(r

′
+ r)〉. (2.29)

Используя свойство (2.18) и предположение об однородности распределения ци-

линдров, можно выразить Pjlmn(r) через парное среднее от поля одного цилин-

дра:

Pjlmn(r) =

∫
η1

jl(r
′
)η1

mn(r
′
+ r)n(r

′
)d3r

′
. (2.30)

Для вычисления Pjlmn(r) необходимо использовать анизотропную часть тензо-

ра ηa
jl(r) = ηjl(r)− 1/3ηmm(r)δjl и изотропную функцию распределения цилин-

дров. В этом случае из симметрийных соображений Фурье образ корреляцион-

ной функции при k → 0 может быть записан как:
∫

Pjlmn(r)d3r = Φ0(δjmδln + δjnδlm − 2

3
δjlδmn). (2.31)

При вычислении
∫

Pjlmn(r)d3r воспользуемся тем, что из-за того, что интегри-

рование происходит по всему пространству, интегрирование по r и r
′ можно
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произвести независимо друг от друга (рис.16):
∫

Pjlmn(r
′
)d3r

′
=

∫ +∞

−∞
dh

∫ +∞

−∞
dh

′
∫ ∞

0
WdW

∫ ∞

0
W

′
dW

′
∫ 2π

0
dϕ

∫ 2π

0
dϕ

′
∫ π

0
sin θdθ

∫ π

0
dψ ·

(
(w

′
jw

′
l −

1

3
δjl) · η1

x(h
′
,W

′
) + (qjql − 1

3
δjl) · η1

z(h
′
,W

′
)

)
·

(
(wmwn − 1

3
δmn) · η1

x(h,W ) + (qmqn − 1

3
δmn) · η1

z(h,W )

)
· n(θ, ψ).

(2.32)

Переходя в интегралах для η1
x(h,W ), η1

z(h,W ) к пределу ε → ∞, после инте-

грирования по W,W
′ получим:

∫
Pjlmn(r

′
)d3r

′
= ε

∫ 2π

0
dϕ

∫ 2π

0
dϕ

′
∫ π

0
sin θdθ

∫ π

0
dψ ·

(
(w

′
jw

′
l −

1

3
δjl) ·X + (qjql − 1

3
δjl) · Z)

)
·

(
(wmwn − 1

3
δmn) ·X + (qmqn − 1

3
δmn) · Z

)
· n(θ, ψ).

(2.33)

После вычисления одной из компонент указанного тензора можно найти Φ0:

Φ0 =
32π

15
εξ2

0(X − 2Z)2(1− P ). (2.34)

Рис. 22. Координаты используемые при интегрирование в (2.32)
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Подставляя значения констант X и Z для диффузного рассеяния получим:

ΦD
0 =

49

270

(π

4

)5
εξ2

0(1− P ) ≈ 0.054εξ2
0(1− P ). (2.35)

Аналогично для зеркального рассеяния:

ΦS
0 =

8

15

(π

4

)5
εξ2

0(1− P ) ≈ 0.159εξ2
0(1− P ). (2.36)

2.6 Результаты

Наиболее очевидно эффект анизотропии проявляется для АБМ-фазы сверхте-

кучего 3He, параметр порядка которой имеет вид:

Aµj =
∆√
2
dµ(mj + inj), (2.37)

где ∆ – амплитуда параметра порядка, вектор d соответствует спиновой части

параметра порядка, а l = m×n – орбитальной. После подстановки (2.37) в (2.2)

и усреднения по ансамблю частей аэрогеля получим следующее выражение для

ориентационной энергии:

fl = −N(0)∆2

2
〈ηij〉alilj. (2.38)

При получении этого выражения мы воспользовались тем, что

lilj + mimj + ninj = δij и тем, что 〈ηa
jj〉 = 0. Для рассмотренной модели при

диффузном рассеянии указанная энергия равна:

ED
l = − 7

20

( π

12

)2
N(0)∆2 (1 + σ)(1− P )ξ0

ρ
uzz

(
1− 3l2z

)
, (2.39)

где lz – проекция орбитального вектора l = m × n на ось z. Для зеркального

рассеяния ориентационная энергия получается:

ES
l =

π2

240
N(0)∆2 (1 + σ)(1− P )ξ0

ρ
uzz

(
1− 3l2z

)
. (2.40)

Найдем граничную деформацию γc = ∆lz/lz разделяющую состояние с АБМ-

фазой от состояния с критической флуктуаций. Переход между двумя состоя-

ниями ожидается в момент, когда флуктуационные поправки к уравнениям,
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определяющие форму параметра порядка, становятся сравнимыми с ∆2. В этом

случае описание в рамках теории Ландау становится неприменимым и возможно

возникновение разупорядоченных состояний типа Имри-Ма состояния. Соглас-

но результату работы [14] это происходит, когда

gκ =
Φ0

ξ3
0
√

κ
∼ 1. (2.41)

Написанный здесь параметр равен отношению квадрата амплитуды поперечных

флуктуаций, т.е. тех, которые соответствуют повороту параметра порядка, к

квадрату амплитуды среднего параметра порядка. Используя выражения для

κ и Φ0 (2.22),(2.34) получим для граничной деформации:

γc =
128π2

15
(2Z −X)3 ρ

ξ0

ε2

ξ2
0
(1− P ). (2.42)

В среднем аэрогель описывается двумя величинами – пористостью P и отно-

шением поверхности к полному объему аэрогеля. Исходя из этого при нашем

описании есть только один независимый размер. Выберем в качестве такой ве-

личины радиус нити. Тогда логично считать, что средний размер цилиндров ε

должен быть порядка среднего расстояния между нитями ξa, при этом само ξa

может быть найдено из соотношения:

(1− P ) =
πρ2

ξ2
a

. (2.43)

Таким образом граничную деформацию можно переписать в виде:

γc =
128π3

15
(2Z −X)3ρ

3

ξ3
0
. (2.44)

Зависимость граничной деформации от параметров совпадает с полученной в

работе [36]. Однако целью настоящей работы было уточнение указанного ре-

зультата в рамках заданной модели. Подставляя значения параметров X и Z

для диффузного и зеркального рассеяний получим:

γD
c ≈ 0.2

ρ3

ξ3
0
, (2.45)



56

γS
c ≈ 0.9

ρ3

ξ3
0
. (2.46)

Как видно из результатов зеркальное отражение дает более высокий предел для

граничной деформации γc, однако даже в этом случае он на порядок меньше

простой оценки [36]. Для высоких давлений можно положить ρ/ξ0 ∼ 0.1, в этом

случае граничная деформация лежит в интервале 10−3 ÷ 10−4.

Представленные вычисления основаны на простой модели аэрогеля, поэтому

они не могут претендовать на хорошее количественное описание свойств аэро-

геля. Тем не менее найденное влияние глобальной анизотропии на подавление

критических флуктуаций вряд ли является артефактом модели.
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Глава 3

Влияние одноосно-деформированного аэрогеля

на ориентацию параметра порядка сверхтекучего
3He. Эффект корреляций.

3.1 Эффект корреляций

Во второй главе была произведена попытка описать эффект влияния анизо-

тропии аэрогеля на ориентацию параметра порядка, основанная на на модели,

в которой аэрогель считался состоящим из одинаковых цилиндров однородно

распределенных в пространстве. При таком рассмотрении в систему неявным

образом вводилась корреляция в расположении близлежащих частиц образу-

ющих аэрогель. Такое рассмотрение является довольно грубым приближением

для аэрогеля. Цель третьей главы - описать влияние одноосной деформации

аэрогеля на ориентацию параметра порядка 3He при помощи явного задания

корреляций в расположении частиц, образующих аэрогель. Недавно Фомин рас-

смотрел влияние таких корреляций на температуру перехода в сверхтекучее со-

стояние [9]. В рамках предложенного в указанной статье подхода в данной главе

будет рассмотрено влияние анизотропии аэрогеля на ориентацию параметра по-

рядка [41].

3.2 Уравнение Гинзбурга-Ландау

В дальнейшем ограничимся рассмотрением области температур вблизи объем-

ной температуры перехода Tb, т.е. будем предполагать, что относительное из-

менение температуры сверхтекучего перехода мало, τba = Tb−Ta

Tb
¿ 1, где Ta -

температура возникновения дальнего порядка в 3He в аэрогеле. В этой области
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для наших целей можно использовать линеаризованное уравнение Гинзбурга-

Ландау, полученное из разложения свободной энергии по степеням параметра

порядка около объемной температуры перехода Tb:

FGL = N(0)

∫
d3r

(
τAµjA

∗
µj +

1

2

5∑
s=1

βsIs + f∇ + ηjl(r)AµjA
∗
µl

)
, (3.1)

где τ = T−Tb

Tb
, Aµj - комплексная матрица 3 × 3, ηjl(r) - симметричный дей-

ствительный тензор, характеризующий взаимодействие примесей с параметром

порядка сверхтекучего 3He, Is - инварианты четвертого порядка. Коэффици-

енты β1, ..β5 – феноменологические константы. Градиентная энергия f∇ имеет

вид:

f∇ = K1∇jAµl∇jA
∗
µl + K2∇jAµl∇lA

∗
µj + K3∇jAµj∇lA

∗
µl, (3.2)

здесь K1, K2, K3 – феноменологические константы. Для решения поставленной

задачи можно пренебречь членами четвертого порядка, после чего уравнение

Гинзбурга-Ландау можно записать как:

−τAµj(r) + Aµl(r)ηlj(r)− 3

5
ξ2
s

(
∂2Aµj(r)

∂x2
l

+ 2
∂2Aµl(r)

∂xj∂xl

)
= 0, (3.3)

ξ2
s = 7ζ(3)

12 ξ2
0 ≈ 0.7ξ2

0 . Перепишем (3.3) в импульсном представлении, для этого

умножим уравнение на exp(ikr) и проинтегрируем по d3r. В результате полу-

чим:
(

τδjl − 3

5
ξ2
sk

2(δjl + 2kjkl)

)
aµl(k) =

∫
aµl(q)ηjl(k− q)

d3q

(2π)3 , (3.4)

Aµj(r) =

∫
aµj(q) exp(−iqr)

d3q

(2π)3 , ηjl(r) =

∫
ηjl(q) exp(−iqr)

d3q

(2π)3 .

Конкретный вид тензора ηjl(r) зависит от строения аэрогеля и вида рассеяния

квазичастиц на частицах образующих аэрогель. Для простоты будем считать

аэрогель состоящим из одинаковых шариков с радиусом ρ, распределенных в

пространстве со средней плотностью n, а рассеяние диффузным. Как уже дела-

лось в Главе 2., для низкой концентрации частиц аэрогеля тензор ηjl(r) может
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быть представлен в виде:

ηjl(r) =
∑

s

η1
jl(r− rs), (3.5)

где s - номер частицы, а тензор η1
jl(r) находится с помощью теории Райнера и

Вуорио для малых объектов в сверхтекучем 3He [35],

η1
jl(r) = −ρ2

r2νjνl ln

[
tanh

(
r

2ξ0

)]
. (3.6)

Согласно (3.6) тензор ηjl(r) спадает на расстояниях ∼ ξ0. При r < ξ0 ηjl(r) ∼
(ρ/ξ0)

2, поэтому правую часть уравнения (3.4) можно рассматривать как воз-

мущение.

Для того, чтобы найти ориентационную поправку к свободной энергии необ-

ходимо решить задачу об отыскании собственных значений уравнения (3.4).

Собственные значения уравнения (3.4) без учета возмущения в правой части

являются вырожденными, т.е. различным орбитальным индексам соответству-

ет одна и та же температура перехода. В работе [9] рассматривался случай изо-

тропного аэрогеля. При учете такого возмущения собственные значения урав-

нения Гинзбурга-Ландау оставались вырожденными. Наличие в системе ани-

зотропного возмущения, связанного с одноосно-деформированным аэрогелем,

частично снимает данное вырождение. В результате решения секулярного урав-

нения теории возмущений возникнут поправки к температуре перехода, кото-

рые будут соответствовать "продольной" (вдоль направления деформации) и

"поперечной" температурам перехода. Таким образом в свободной энергии по-

явится член с тензором температуры перехода, диагональные члены которо-

го найдутся из решения секулярного уравнения. После выделения изотропного

вклада в температуру перехода ориентационный член в свободной энергии мо-

жет быть представлен в виде:

τ a
jlAµjA

∗
µl, (3.7)

τ a
ll = 0. Для решения поставленной задачи будем использовать метод Гринов-

ских функций.
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Рис. 23.

3.3 Функция Грина

Функцией Грина G линейного оператора L̂ по определению называется решение

уравнения L̂f(x) = δ(x−x0). При таком определении полюса функции Грина бу-

дут соответствовать собственным значениям оператора L̂. Для уравнения (3.3)

функция Грина будет тензором, удовлетворяющим уравнению:
[
(−τδjl + ηjl(r)− 3

5
ξ2
s

(
∂2

∂x2
l

+ 2
∂2

∂xj∂xl

)]
Gµl(r, r

′
, τ) = δµj · δ(r− r

′
). (3.8)

В импульсном представлении это уравнений можно переписать в следующем

виде:
(

τδjl − 3

5
ξ2
sk

2(δjl + 2kjkl)

)
Gµl(k,k

′
, τ)− (3.9)

−
∫

Gµl(k,k
′
, τ)ηjl(k− q)

d3q

(2π)3 = (2π)3δµj · δ(k− k
′
).

В нулевом приближении по возмущению, т.е. когда ηjl(k) = 0, тензор Гринов-

ской равен:

(
G

(0)
µl (τ,k,k

′
)
)

= (2π)3δµj · δ(k− k
′
)

(
τδjl − 3

5
ξ2
sk

2(δjl + 2kjkl)

)−1

, (3.10)

и после простых преобразований получим:

(
G

(0)
jl (τ,k,k

′
)
)

= (2π)3δ(k− k
′
)

(
δjl

τ − 3
5ξ

2
sk

2
+

6
5ξ

2
sk

2

τ − 3
5ξ

2
sk

2
· kjkl

τ − 9
5ξ

2
sk

2

)
. (3.11)

Отметим, что выражение (3.11) в отличие от соответствующего выражения [9]

уже не пропорционально δjl, а является более сложным тензором.

Решая уравнение (3.9) методом последовательных приближений, функцию

Грина можно записать в виде ряда представленного на рис.23. Стрелками на
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рисунке обозначаются невозмущенные функции Грина G
(0)
jl (τ,k), которые зада-

ются формулой (3.11) без множителя (2π)3δ(k− k
′
), волнистые линии соответ-

ствуют Фурье-образу примесного потенциала ηjl(r):

ηjl(k− k
′
) = η1

jl(k− k
′
)
∑

s

e−i(k−k
′
)rs. (3.12)

Интегрирование в членах начиная со второго предполагается по внутренним им-

пульсам. Первый член соответствует эффекту от однократного рассеяния квази-

частицы на примеси, второй член эффекту от двукратного рассеяния на одной

или двух примесях, третий от трехкратного и т.д. Усредним функцию Грина по

"вмороженному" беспорядку, т.е. по положениям примесей. При этом в более

высоких порядках выделим члены, когда квазичастица испытывает однократ-

ное, двукратное и т.п. рассеяния. Тогда после суммирования ряда усредненную

функцию Грина можно записать в виде:

〈Gjl(τ,k,k
′
)〉 = (2π)3δ(k− k

′
)

[(
G

(0)
jl (τ,k)

)−1
− 〈Σjl(τ,k)〉

]−1

, (3.13)

где Σjl(τ,k) - тензор собственно-энергетической части, который задается рядом:

〈Σjl(τ,k)〉 = 〈Σ(1)
jl (τ,k)〉+ 〈Σ(2)

jl (τ,k)〉+ 〈Σ(3)
jl (τ,k)〉+ .. (3.14)

Здесь 〈Σ(1)
jl (τ,k)〉 соответствует рассеянию квазичастицы на одной примеси,

〈Σ(2)
jl (τ,k)〉 – последовательному рассеянию на двух примесях, 〈Σ(3)

jl (τ,k)〉 – по-

следовательному рассеянию на трех примесях и т.д. При таких обозначениях

собственные значения уравнения (3.4), которые определяются полюсами гри-

новской функции, находятся из секулярного уравнения:

det

(
δjl · τ − 3

5
ξ2
sk

2(δjl + 2kjkl)− 〈Σjl(τ,k)〉
)

k→0
= 0. (3.15)

Здесь предел k → 0 соответствует порогу локализации [9].

Усредним каждый из членов ряда (рис.23) для гриновской функции. Усред-

ненный член, описываемый первой диаграммой без концевых функций Грина
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нулевого порядка, даст (2π)3δ(k− k
′
)〈Σ1

jl(k, τ)〉. По определению он равен:

〈ηjl(k− k
′
)〉 = η1

jl(k− k
′
)〈

∑
s

e−i(k−k
′
)rs〉. (3.16)

Считая, что аэрогель в среднем однороден, для указанного среднего получим:

〈
∑

s

e−i(k−k
′
)rs〉 = N

∫
d3r

V
exp(i(k− k

′
)r) = (2π)3δ(k− k

′
)n. (3.17)

В результате для 〈Σ1
jl(k, τ)〉 имеем:

〈Σ1
jl(k, τ)〉 = η1

jl(0)n, (3.18)

где η1
jl(0) дается выражением:

ηjl(k → 0) =
π2

4

ξ0

ltr
δjl, (3.19)

здесь ltr - длина свободного пробега квазичастиц в аэрогеле. Полученная по-

правка соответствует среднему сдвигу температуры перехода τ 1
ba = 1

3〈Σ1
ll(k, τ)〉

без учета корреляций.

Интересующий нас эффект, связанный с анизотропией аэрогеля, возникает,

начиная с поправки второго порядка, возникающей из-за двукратного рассеяния

квазичастицы на примесях:

(2π)3δ(k− k
′
)〈Σ(2)

jl (k, τ)〉 =∫
η

(1)
jm(k− q)η

(1)
ln (q− k

′
)〈

∑
s,t

ei(q−k)rs+i(k
′−q)rt〉G(0)

mn(τ,k1)
d3q

(2π)3 . (3.20)

Входящее в интеграл среднее можно вычислить следующим образом:

〈
∑
s,t

ei(q−k)rs+i(k
′−q)rt〉 = 〈

∑
s,t

ei(q−k)rs+i(k
′−q)(rs+rts)〉 =

= 〈
∑

s

ei(k
′−k)rs〉〈

∑
t

ei(k
′−q)rts〉 = (2π)3δ(k− k

′
)n〈

∑
t

ei(k
′−q)rts〉, (3.21)

где rts = rt − rs. С учетом этого поправку второго порядка к собственно-

энергетической части можно переписать в виде:

〈Σ(2)
jl (τ,k)〉 =

∫
η

(1)
jm(k− q)η

(1)
ln (q− k)n〈

∑
t

ei(q−k)rts〉G(0)
mn(τ,q)

d3q

(2π)3 . (3.22)
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Так как мы ищем поправку к собственному значению невозмущенного состоя-

ния, т.е. к τ = 0, можно подставить в (3.22) невозмущенную гриновскую функ-

цию при τ = 0. Как уже отмечалось выше, будем считать, что порогу локали-

зации соответствует k = 0, поэтому для 〈Σ(2)
jl 〉 имеем:

〈Σ(2)
jl 〉 = 〈Σ(2)

jl (0, 0)〉 =

∫
η

(1)
jm(−q)η

(1)
ln (q)n〈

∑
t

eiqrts〉G(0)
mn(0,q)

d3q

(2π)3 . (3.23)

Входящее под знак интеграла среднее по определению равно структурному фак-

тору:

〈
∑

t

ei(k−q)rts〉 = S(k− q), (3.24)

который характеризует взаимное расположение частиц, образующих аэрогель.

Перепишем структурный фактор в виде:

S(k− q) = 1 + 〈
∑

t,t6=s

ei(k−q)rts〉. (3.25)

Первый член соответствует двукратному рассеянию на одной примеси и не свя-

зан с корреляциями между частицами. Несмотря на то, что указанный член

пропорционален первой степени концентрации его учет в Σ(2) дает поправку

следующего порядка по возмущению и не приводит к качественно новым ре-

зультатам. Поэтому мы данной поправкой пренебрежем.

Структурный фактор может быть записан через парную корреляционную

функцию C(r), которая по определению равна вероятности найти вторую ча-

стицу (t) на расстоянии r от первой (s):

S(k) = 1 +
N − 1

V

∫
C(r)eikrd3r ∼= 1 + n

∫
C(r)eikrd3r, (3.26)

где N – число частиц, образующих аэрогель.

Аэрогель обладает несколькими характерными масштабами длин. На рас-

стояниях больших нескольких тысяч ангстрем аэрогель является однородным

и как следствие C(r)r→∞ → const. В то же время существует интервал длин,

ρ < r < R, на которых аэрогель проявляет фрактальную структуру, здесь R -
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радиус корреляции, т.е. расстояние на котором корреляции в расположении ча-

стиц начинают спадать. На этих расстояниях парная корреляционная функция

аэрогеля обладает фрактальным поведением:

CF (r) = A(ρ/r)3−D, (3.27)

где D - фрактальная размерность аэрогеля. Чтобы обеспечить плавное убыва-

ние парной корреляционной функции на радиусе корреляций R обычно вводится

модельная функция вида [42]:

CF (r) −→ CF (r) exp(−r/R). (3.28)

Таким образом, парная корреляционная функция описывается двумя предела-

ми:

C(r) =





A(ρ/r)3−D exp(−r/R), ρ < r < R,

const ≈ 1, r À R.

(3.29)

Получающийся отсюда структурный фактор можно записать как:

S(k) = 1 +





(2π)3n · δ(k), k → 0,

const · sin [(D − 1) arctan(kR)]

kR(1 + k2R2)(D−1)/2 , 1/R < k < 1/ρ.

(3.30)

Первый член в S(k) не дает вклада в собственно-энергетическую часть, так

как возникает из-за двукратного рассеяние на двух независимых примесях, а

все такие процессы были учтены в поправке первого порядка 〈Σ(1)〉. Поэтому

нас будет интересовать поправка возникающая из-за второго члена в (3.30),

описывающего корреляции. Зависимость указанного члена от волнового вектора

имеет две особенности: для 1/R < k < 1/ρ имеет место зависимость S(k) ∼ k−D,

а эффективное обрезание для указанной зависимости происходит при k ∼ 1/R.

Коэффициент A в (3.27), (3.28) мог бы быть найден из условия нормировки

структурного фактора: ∫
S(r)d3k = (2π)3n. (3.31)
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Рис. 24.

Зависимость интенсивности рассеянного аэрогелем рентгеновского излучения I(q, φ = θ + π
2
)

от переданного импульса q, для двух значений угла θ. Графики смещены друг относительно

друга в вертикальном направлении для большей наглядности, т.к. на больших q они совпа-

дают. [15]

Однако для этого необходимо знать правильную функцию S(k).

Влияние деформации аэрогеля заключается в изменении структурного фак-

тора. Будем считать недеформированный аэрогель изотропным. Как следствие

его структурный фактор не должен зависеть от направления волнового векто-

ра k. Важно отметить, что структурный фактор непосредственно может быть

измерен в экспериментах по мало-угловому рассеянию рентгеновских лучей. Ре-

зультаты таких измерений для одноосно-деформированного аэрогеля представ-

лены в статье [15]. Как показали авторы работы [15] результаты измерений мо-

гут быть описаны такой моделью деформации аэрогеля, при которой фракталь-

ная размерность аэрогеля не изменяется, а корреляционный радиус приобретает

угловую зависимость вида (рис.24):

R(θ) = R0 − r1 cos(2θ), (3.32)

где R0 - радиус корреляции до введения в систему деформации, r1 – амплитуда

модуляции радиуса корреляции, θ - угол между осью деформации и заданным
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направлением. Амплитуда изменения радиуса корреляций может быть выраже-

на через макроскопические параметры, характеризующие сжатие-растяжение

аэрогеля:
r1

R0
=

1

2
(1− σ)α

∆l

l0
, (3.33)

здесь ∆l
l0

- относительное изменение длины образца, ∆l > 0 соответствует рас-

тяжению, σ - коэффициент Пуассона (σ ≈ 0.2÷0.3), α - коэффициент передачи

макроскопического напряжение на масштабы длины корреляции. Для малых

деформаций, ∆l/l < 0.1, коэффициент α измеренный в экспериментах оказался

близок к 3. Так как мы рассматриваем только малые деформации, r1 ¿ R0, то

в этом случае возмущенную функцию корреляции можно записать в виде:

C(r) = A
(ρ

r

)(3−D)
exp(− r

R0 + r1 cos(2θ)
) ≈

≈ A
(ρ

r

)(3−D)
exp(− r

R0
)

[
1 +

r

R0

r1

R0
cos(2θ)

]
. (3.34)

Подставим данную функцию корреляции в (3.23). Основная анизотропная по-

правка к собственно-энергетической части получается за счет угловых зависи-

мостей структурного фактора и невозмущенной гриновской функции. При этом

в силу того, что основной вклад в интеграл (3.23) вносят малые k, в самом ин-

теграле можно заменить η1
jl(k − k1) ' η1

jl(0) = δjlη
1(0). Таким образом для

поправки к собственно-энергетической части можно написать:

〈Σ(2)
jl 〉 = (nη(1)(0))2

∫ ∫
d3qd3r

(2π)3 δjmδln · exp(iqr) · (3.35)

·A
(ρ

r

)(3−D)
exp(− r

R0
)

[
1 +

r

R0

r1

R0
cos(2θ)

] [
5

3

δmn

ξ2
sq

2 +
10

9

q̂mq̂n

ξ2
sq

2

]
.

После последовательного интегрирования по q, r (см. Приложение 2.) получим:

〈Σ(2)
jl 〉 = Σ

(2I)
jl + Σ

(2A)
jl , (3.36)

где изотропная часть собственно-энергетической части в нулевом приближении

по деформации дается выражением:

Σ
(2I)
jl = Σ(2I)δjl = −35

27
A
′ · Γ(D − 1)(nη(1)(0))2R

2
0

ξ2
s

δjl, (3.37)
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где A
′
= A(ρ/R0)

3−D, а анизотропная поправка в первом приближении по де-

формации соответственно:

Σ
(2A)
jl = −

(
2

9

)2

A
′ · Γ(D)(nη(1)(0))2R0r1

ξ2
s




1 0 0

0 1 0

0 0 −2




, (3.38)

ось z направлена вдоль оси деформации. Отметим, что в силу того, что η(0) ∼
ξ0/ltr, Σ

(2I)
jl и Σ

(2A)
jl определяются исключительно параметрами, описывающими

аэрогель: R0, r1, D, ltr.

Аналогичным образом вклад в собственно-энергетическую часть от трех-

кратного рассеяния можно записать в виде:

〈Σ(3)
jl 〉 = n

∫
d3q

(2π)3

d3q
′

(2π)3G
(0)
em(0,q)G(0)

np (0,q
′
) · (3.39)

·η(1)
je (−q)η(1)

mn(q− q
′
)η

(1)
pl (q

′
)〈

∑
t,u

ei(q−q
′
)rtseiq

′
rus〉

Согласно [9] она может быть вычислена в предположении, что

〈
∑
t,u

eik1rtseik2rus〉 = S(k1)S(k2). (3.40)

В этом случае можно переписать среднее входящее в интеграл в симметричном

виде:

〈
∑
t,u

ei(q−q
′
)rtseiq

′
rus〉 = 〈

∑
t

eiqrts〉〈
∑

u

eiq
′
rtu〉 = S(q)S(q

′
). (3.41)

Снова учитывая тот факт, что основной вклад в интеграл происходит от области

q,q
′ → 0, легко получить:

〈Σ(3)
jl 〉 =

1

nη(1)(0)
〈Σ(2)

jm〉〈Σ(2)
ml〉. (3.42)

Аналогичное предположение о том, что корреляционная функция высших по-

рядков разбивается на произведение парных корреляционных функций делает-

ся для следующих членов ряда. Благодаря тому, что матрица Σ
(2)
jl диагональна,
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для собственно-энергетической части получим ряд геометрической прогрессии,

сумма которого равна:

〈Σjl〉 = nη(1)(0)

(
δjl − 1

nη(1)(0)
〈Σ(2)

jl 〉
)−1

. (3.43)

Считая, что Σ(2I) À Σ(2A), можно разложить (3.43):

〈Σjl〉 =
nη(1)(0)δjl(

1− 1
nη(1)(0)Σ

(2I)
) +

Σ
(2A)
jl(

1− 1
nη(1)(0)Σ

(2I)
)2 . (3.44)

Первый член в (3.44) был получен в работе [9], он описывает среднее подавле-

ние температуры перехода в аэрогеле. Расщепление температуры перехода τ a
jl

описывается вторым членом, который гораздо меньше первого в меру малости

деформации. Подставляя в (3.44) значения Σ(2I), Σ
(2A)
jl получим:

τ a
jl =

1(
1− 1

nη(1)(0)Σ
(2I)

)2Σ
(2A)
jl =

=

(2
9

)2
A
′ · Γ(D)(nη(1)(0))2 R0r1

ξ2
s(

1 + 35
27A

′ · Γ(D − 1)(nη(1)(0))R2
0

ξ2
s

)2 ·




1 0 0

0 1 0

0 0 −2




. (3.45)

Полученное выражение показывает, что расщепление температур может быть

вызвано изменением корреляций между частицами на расстояниях порядка ра-

диуса корреляций аэрогеля, т.е. при учете длинноволновых корреляций. При

этом рассеяние самих частиц на этих расстояниях можно считать изотропным.

Зависимость полученного выражения от давления довольно слабая, так как от

давления зависит только длина когерентности. Учитывая, что η(1)(0) ∼ ξ0/ltr

получим, что зависимость от давления останется только в знаменателе. Для

дальнейшего анализа удобно переписать (3.45) в виде:

τ a
jl = −2(D − 1)

105
(1− σ)α

∆l

l0

Σ(2I)

(
1− 1

nη(1)(0)Σ
(2I)

)2 ·




1 0 0

0 1 0

0 0 −2




. (3.46)
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Как было показано в [9, 10], первое выражение в (3.44) хорошо описывает ин-

терполяцию между двумя пределами для понижения температуры перехода:

при больших давлениях и маленьких. При маленьких давлениях понижение

температуры хорошо описывается моделью однородного рассеяния (МОР) –

τba ∼ ξ0/ltr. При высоких давлениях наблюдается другая зависимость для по-

давления температуры перехода – τba ∼ ξ2
0/R

2. Это связано с тем, что при повы-

шении давления уменьшается длина когерентности сверхтекучего 3He – ξ0. Как

следствие, при некотором давлении длина когерентности сравнивается с ради-

усом корреляции самого аэрогеля и эффект корреляций становится существен-

ным. Хорошее согласие с экспериментами по понижению температуры сверх-

текучего перехода в аэрогеле [11, 12] достигается, если положить Σ(2I) = −0.3

(рис.5), (Σ(2I) = −π2/4·ξa/ltr, ξa = 50 нм, ltr = 140 нм [10]). Еще раз отметим, что

Σ(2I) не зависит от давления и определяется только параметрами, характеризу-

ющими аэрогель. Зная этот параметр, можно найти ориентационную энергию

одноосно-деформированного аэрогеля.

3.4 Ориентация В-подобной фазы

Вначале рассмотрим влияние анизотропного аэрогеля на ориентацию B-подобной

фазы. В отсутствие магнитного поля параметр порядка B-подобной фазы изо-

тропен, поэтому ориентационный эффект отсутствует. Однако ситуация меня-

ется в присутствии магнитного поля. Параметр порядка B-подобной фазы в

магнитном поле деформируется и принимает вид [43]:

Aµj =
eiφ

√
3

(
∆⊥Rµj + (∆‖ −∆⊥)Rνjĥνĥµ

)
, (3.47)

где ĥ - направление магнитного поля, ∆‖,⊥ – щель в спектре квазичастиц с им-

пульсом, направленным вдоль направления магнитного поля или перпендику-

лярно направлению магнитного поля соответственно, Rµj(n̂, θ) - матрица вра-

щения, описываемая осью вращения n̂ и углом поворота θL = arccos(−1
4

∆‖
∆⊥

),
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Рис. 25.

Изменение ориентации векторов n̂ и l̂ в присутствии одноосно-растянутого аэрогеля.

который находится из минимизации дипольной энергии. Ориентация вектора n̂

определяется магнитным полем и дипольными силами. Соответствующий член

в свободной энергии равен:

∆FB
H = λDN(0)

(
∆‖ −∆⊥

)
∆⊥(n̂ · ĥ)2, (3.48)

∆‖ ≤ ∆⊥. В тоже время одноосно-деформированный аэрогель ориентирует ор-

битальную часть параметра порядка. Подстановка (3.47) в (3.7) для равновесной

конфигурации параметра порядка дает:

∆FB
a =

1

3
N(0)

(
∆2
‖ −∆2

⊥
)

RµjRνlhµhντ
a
jl ≈

2

3
N(0)

(
∆‖ −∆⊥

)
∆⊥τ a

xx(1− 3l2z),

(3.49)

здесь для удобства введен орбитальный вектор

lj = R̂µjSµ, (3.50)

Sµ - вектор спина. Сравним две ориентационные энергии для случая одноос-

ного растяжения аэрогеля вдоль направления магнитного поля, τ a
xx > 0. В от-

сутствие анизотропии аэрогеля векторы n̂, l̂, ŝ направлены вдоль магнитного

поля рис.25. В растянутом аэрогеле вектор l̂ стремится повернуться перпенди-

кулярно к магнитному полю, для чего необходимо соответствующим образом
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повернуть вектор n̂. Решения (3.50) для заданной конфигурации векторов n̂,

l̂, ŝ при минимуме дипольной энергии всегда существуют (nz = arccos(1/
√

5)),

поэтому новая ориентация начинает образовываться, когда

∆FB
a ∼ ∆FB

H . (3.51)

Оценка τ a
xx для значений параметров, характеризующих аэрогель [15] и 3He,

D ' 1.7, Σ(2I) = −0.3, σ ' 0.2, α = 2.5, ξ0 ∼ 20 нм, ltr ' 140 нм дает:

τ a
xx ≈ 1 · 10−3∆l

l0
. (3.52)

Учитывая, что λD ∼ 10−6 можно найти, что деформации порядка

γmin ∼ 4 · 10−4 (3.53)

уже достаточно для получения ориентации параметра порядка отличной от объ-

емной в отсутствие деформированного аэрогеля. Как видно из сделанной оцен-

ки, ориентирующий эффект одноосно-деформированного аэрогеля достаточно,

если сравнивать с ориентационным эффектом происходящим из-за магнитного

поля и дипольной энергии.

3.5 Ориентация А-подобной фазы

Оценка силы ориентационного эффекта для A-подобной фазы может быть сде-

лана аналогичным способом. Для ясности рассмотрим случай одноосно-сжатого

аэрогеля. Как было показано в [36], [14] в сжатом аэрогеле реализуется A-

подобная фаза по форме совпадающая с объемной AБМ-фазой. Параметр по-

рядка A-подобной фазы в этом случае имеет вид:

Aµj =
1√
2
dµ(mj + inj), (3.54)

где вектор d̂ - соответствует спиновой части параметра порядка, а l = [m,n]

орбитальной. В отсутствие сжатия аэрогеля магнитное поле и дипольные силы
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ориентируют вектор l̂ перпендикулярно магнитному полю:

∆FA
H =

1

2
∆χ(d̂ ·H)2, (3.55)

∆fD = −2

5
λDN(0)∆2

0(d̂ · l̂)2. (3.56)

Однако как и в предыдущем случае сжатый аэрогель способен ориентировать

орбитальную часть параметра порядка:

∆FA
a = −N(0)

∆2

2
τ a
xx(1− 3l2z). (3.57)

Для оценки ориентационной силы аэрогеля сравним ∆FA
a c ориентирующей

энергией магнитного поля ∆FA
H . Как известно, ориентационная энергия, вызван-

ная дипольными силами, равняется ориентационной энергии вызванной маг-

нитным полем при значении поля примерно 30Гс [43], и величина этого поля

не зависит от температуры. В тоже время отношение ориентационной энергии

аэрогеля к соответствующей дипольной энергии равно:

FA
a

fD
=

15

4

τ a
xx

λD
∼ 4 · 103 · ∆l

l0
. (3.58)

С учетом этого магнитное поле, соответствующее одному проценту сжатия рав-

няется примерно 2 · 102 Гс.

3.6 Обсуждение результатов

Сравнивая формулу (????) c аналогичной формулой из второй главы (2.26),

мы видим, что при учете длинноволновых корреляций ориентационная энергия,

связанная с анизотропией аэрогеля, уменьшается на порядок. Отметим также,

что если наличие корреляций в системе лишь смещает температуру сверхтеку-

чего перехода, то ориентационный эффект в отсутствие корреляций пропадает,

так как в данной модели рассеяние считается изотропным.

Экспериментально описанная выше ситуация по ориентации параметра по-

рядка в B-подобной фазе исследовалась в работе [44]. Авторы произвели свою
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собственную оценку минимальной деформации, в которой получилась нижняя

граница деформации порядка 10%. Столь существенное различие в оценке про-

исходит из того, что в работе [44] ориентационная энергия аэрогеля сравнива-

лась с полной дипольной энергией. Как было показано выше правильнее сравни-

вать ориентационную энергию аэрогеля с ориентационной энергией в магнитном

поле. В указанной работе производилось радиальное сжатие цилиндрического

куска аэрогеля приблизительно на 20%, при этом как изменялась длина аэро-

геля вдоль оси цилиндра не совсем понятно. Несмотря на то, что описанная в

настоящей работе теория применима для маленьких деформаций можно опре-

деленно утверждать, что в данной экспериментальной работе τ a
xx < 0. При этом

само значение τ a
xx может сильно отличаться, потому что, во первых, сжатие

происходит при других граничных условиях и, во-вторых, оно не мало. Тем

не менее, в данных экспериментальных условиях была обнаружена ориентация

l ⊥ H, что и следует из (3.49). Другая оценка силы ориентационного эффекта

глобальной анизотропии аэрогеля была сделана в работе [45]. По оценке авторов

используемый в экспериментах аэрогель был одноосно сжат на 1 ÷ 2%, не об-

ладая при этом изначально глобальной анизотропией. Из полученных в данной

работе результатов следует, что при указанном сжатии анизотропия аэрогеля

полностью определяет текстуру B-подобной фазы (l ‖ оси сжатия). Обобщая

все экспериментальные данные можно утверждать, что деформации порядка

1% уже достаточно для ориентации параметра порядка отличным от объемного

случая образом как в A-подобной, так и в B-подобной фазах [45], [46]. Этот ре-

зультат не противоречит полученным выше оценкам, однако сказать точно при

какой граничной деформации глобальная анизотропия начинает ориентировать

параметр порядка из этого пока нельзя.

Основной вывод, который можно сделать на основании результатов второй

и третьей глав состоит в том, что глобальная анизотропия действительно силь-

но влияет на пространственную ориентацию параметра порядка. К сожалению,
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контролировать однородную деформацию с точность лучшей чем десятая до-

ля процента вряд ли возможно экспериментально, поэтому проследить переход

от одной ориентации параметра порядка к другой в настоящий момент нельзя.

Однако количественное сравнение теории с экспериментом возможно произве-

сти для больших деформаций. Для достаточно больших деформаций, порядка

10%, ориентационная энергия будет давать вклад в спиновую динамику, так

как в этом случае возможны существенные поправки сравнимые с дипольной

энергией.
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Заключение

Перечислим основные результаты работы.

1. Исследована устойчивость когерентной прецессии в сверхтекучем 3He-B по

отношению к параметрическому возбуждению спиновых волн с конечными вол-

новыми векторами. Показано, что когерентная прецессия становится неустой-

чивой при низких температурах для всех углов отклонения намагниченности от

положения равновесия. Показано, что для случая однородно-прецессирующего

домена найденный механизм неустойчивости является главным при развитии

наблюдаемой в экспериментах катастрофической релаксации. Показано, что

найденная в пределе низких температур зависимость температуры начала раз-

вития неустойчивости от магнитного поля согласуется с экспериментально на-

блюдаемой.

2. На основе простой модели аэрогеля получена ориентационная энергия

АБМ-фазы в одноосно-деформированном аэрогеле для двух типов рассеяния

квазичастиц на нитях аэрогеля - диффузного и зеркального. Посчитана корре-

ляционная функция для возмущающего поля аэрогеля. Оценена минимальная

деформация, ниже которой эффекты флуктуаций становятся определяющими и

возможно образование разупорядоченных состояний типа Имри-Ма состояния.

3. На основе модели аэрогеля, учитывающей корреляции в расположении

частиц, образующих аэрогель, исследовано влияние анизотропии аэрогеля на

ориентацию параметра порядка сверхтекучего 3He. Найдены ориентационные

энергии для A-подобной и B-подобной фаз в одноосно-деформированном аэроге-

ле. Для B-подобной фазы найдена минимальная деформация, ориентирующая

параметр порядка отличным от объемного случая образом.
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